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摘　要　针对机械零件的应力和强度在不确定因素作用下的时变性�基于含有时变和随机因素的时变可靠度计算模型�提出
了包含时变和随机因素的时变不确定性机械设计方法．该方法以当前时刻为时间分析起点�不但考虑应力和强度受到随机因
素的影响�而且考虑了在某一时刻 t 应力和强度的分布�讨论了其求解方法．该方法是基于时变可靠度计算模型的时变概率
设计方法�它同样可以应用于其他领域如结构工程领域．
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ABSTRACT　Aimed to the time variations of machine parts’stress and strength�a time-dependent mechanical design method�in
which time-variable and random factors were taken into account�was proposed on the base of the calculation method of reliability in-
corporating time varying and uncertainty．The proposed method was analyzed using present time as the starting point．Stress and
strength were considered to be affected by random factors．Also�the distributions of stress and strength at any time t were modeled．
A solution to the calculation method was given．Although the method is based on the time-dependent reliability model�it can be ap-
plied to other fields such as structural engineering．
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　　机械零件的使用寿命是机械设计中一项重要的

设计指标�在机械零件的使用过程中总是会受到包
括外在环境、材料自身等方面的不确定因素的影响．
目前�国内外的专家、学者已对产品在使用过程中受
到的不确定因素的影响进行了大量研究［1－3］．

传统的机械设计方法认为零件的强度 S 和应
力σ都是单值的�因此安全系数 n＝ S／σ也是单值
的�只要安全系数大于某一根据实际使用经验规定
的数值�就认为零件是安全的［4］．该设计方法不能
回答所涉及产品的可靠程度或发生故障概率是多少

的问题．
当前�人们所采用的概率机械设计方法认为机

械零部件的应力、强度是多值的�呈一定的分布状
态［5］．一般设强度分布和应力分布是正态分布�对

于同样大小的强度均值和应力均值�其平均安全系
数值完全一样．该方法考虑了机械材料特性与机械
构件的工作载荷条件及其破坏过程的随机性�使得
机械零件是否安全或失效�不仅取决于平均安全系
数的大小�还取决于强度分布和应力分布的离散程
度�即根据强度和应力分布的标准差大小而定．该
方法更加符合机械工程的具体实践�目前得到广泛
应用［6－11］．但是�在此概率设计方法中应力和强度
的分布针对的是在一段时间内的分布�而不是针对
某一时刻应力和强度的分布进行可靠性设计．而实
际中�由于不确定性因素广泛地存在于机械设备及
其工作环境中�这些时变不确定因素造成了应力和
强度的时变性．因此�概率设计方法中没有体现出
应力和强度随着时间的变化．
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1　可靠度计算数学模型
设（Ω�F�P）是一个概率空间�F为Ω上的σ代

数�P为Ω上的一个概率测度�｛W（ t）�0≤ t≤ T｝
为一维标准布朗运动�t 为时间变量．假如�随机变
量 X 满足：

dX（ t）＝λX（ t）d t＋δX（ t）dW（ t）�0≤ t≤ T
（1）

式中�λ和δ为常系数．因而
dX（ t）
X（ t） ＝λd t＋δdW（ t） （2）

根据 Ito定理有：

lnX（ t）－lnX（0）＝∫t

0
dX
X ＋12∫t

0
－1
X2δ

2X2d u
（3）

式中�X 为随机变量�u为时间变量．
令 Y （ t）＝lnX（ t）�Y （ t）为 X（ t）的函数�把

式（1）代入式（3）可得：

Y（ t）＝ Y （0）＋∫t

0 λ－12δ2 d u＋∫t

0δdW u

（4）
因为

∫t

0d u＝ t�∫t

0dW u＝W t－W0�W0＝0�
故

Y （ t）＝lnX（0）＋ λ－12δ2 t＋δW（ t） （5）
式中�W0为运动时间为零的布朗运动�W t 为运动

时间为 t 布朗运动．
对 Y （ t）作指数运算得到式（1）的解：

X（ t）＝X（0）exp λ－12δ2 t＋δW（ t） （6）
而 lnX（ t）的数学期望是：

E（lnX（ t））＝E lnX（0）＋ λ－12δ2 t＋δW（t） ＝
lnX（0）＋ λ－12δ2 t （7）

根据式（6）可知：

ln（E（X（ t）））＝ln E X（0）e λ－12δ2 t＋δW（t） ＝
lnX（0）＋ λ－12δ2 t＋δ t2 （8）

根据期望的对数和对数的期望值之间关系

ln（E（X））＝E（lnX）＋12D（lnX） （9）
式中�D为标准差．

将式（7）和（8）代入式（9）�得 lnX（ t）的标准差

为：
D（lnX（ t））＝δ t

故 lnX（ t）是一个均值为 lnX（0）＋（λ－δ2／2） t、标
准差为δ t的正态分布函数�即

lnX（ t）～N lnX（0）＋ λ－12δ2 t�δ t

（10）
假设强度和应力的对数 ln S（ t）和 lnσ（ t）是相

互独立的随机变量�均值和标准差分别为（μ^ln S（ t）�
σ^ln S（ t））和（μ^lnσ（t）�σ^lnσ（t））�由于实际中的应力（强
度）受到确定性因素和不确定性因素的共同作用�确
定性因素反映了应力（强度）的变化趋势�不确定性
因素反映了应力（强度）的随机差异�二者的耦合行
为对应力（强度）产生的效应以概率演化出现�因此
本文假设应力和强度服从式（1）�即σ（ t）和 S（ t）满
足：

dσ（ t）＝λσσ（ t）d t＋δσσ（ t）dW（ t）�0≤ t≤ T
（11）

d S（ t）＝λSS（ t）d t＋δSS（ t）dW（ t）�0≤ t≤ T
（12）

式中�系数λσ为应力的漂移率�λS 为强度的漂移

率�δσ为应力的波动率�δS 为强度的波动率．
由式（6）知：

σ（ t）＝σ（0）exp λσ－12δ2σ t＋δσW（ t） （13）
S（ t）＝ S（0）exp λS－12δ2S t＋δSW（ t）

（14）
因此 ln S（ t）是一个正态分布：

ln S（ t）～N ln S（0）＋ λS－12δ2S t�δS t

（15）
ln S（ t）的均值和方差分别是：

μ^ln S（ t）＝ln S（0）＋ λS－12δ2S t�σ^ln S（ t）＝δS t．

lnσ（ t）也是一个正态分布：

ln（σ（ t））～N ln（σ（0））＋ λσ－12δ2σ t�δσ t

（16）
lnσ（ t）的均值和方差分别是：

μ^lnσ（t）＝lnσ（0）＋ λσ－12δ2σ t�σ^lnσ（t）＝δσ t．

令 ZR＝ln S－lnσ�由于机构的可靠度可以用以下概
率表示：

R＝P（ZR＞0）�R（ t）＝P（ZR（ t）＞0）�
故
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R（ t）＝P（ln S（ t）－lnσ（ t）＞0）＝
P（ln S（ t）＞lnσ（ t））．

由于 ln S（ t）和 lnσ（ t）相互独立�且分别服从正
态分布�故 ZR（ t）＝ln S （ t）－lnσ（ t）也服从正态分
布�其均值为：

μ^ZR（ t）＝μ^ln S（ t）－μ^lnσ（t） （17）
标准差为：

σ^ZR（ t）
＝ σ^2ln S（ t）＋σ^2lnσ（t）． （18）

ZR 的概率密度函数是：

φ（ZR（ t））＝ 1
2πσ^ZR（ t）

exp －（ZR（ t）－μ^ZR（ t）
）2

2σ^2ZR（ t）

（19）
其中：

ZR（ t）＝ln S（ t）－lnσ（ t）．
令

v＝ZR（ t）－μ^ZR（ t）

σ^ZR（ t）

（20）
变量 ZR（ t）的极限是：当 ZR（ t）＝∞�

ν＝ZR（ t）－μ^ZR（ t）

σ^ZR（ t）

＝∞－μ^ZR（ t）

σ^ZR（ t）

＝∞；

当 ZR（ t）＝0�
ν＝ZR（ t）－μ^ZR（ t）

σ^ZR（ t）

＝0－μ^ZR（ t）

σ^ZR（ t）

＝－μ^ZR（ t）

σ^ZR（ t）

；

令 Zα（t）＝－μ^ZR（ t）

σ^ZR（0）
�故可靠度

R（ t）＝P（ZR（ t）＞0）＝P（ln S（ t）－lnσ（ t）＞0）＝

∫∞
0 φ（ZR（ t））d z＝ 1

2π∫∞
Zα（t）

e－ν22dν （21）
由式（18）和式（17）得：

Zα（t）＝－μ^ZR（ t）

σ^ZR（ t）

－ μ^ln S（ t）－μ^lnσ（t）
σ^2ln S（ t）＋σ^2lnσ（t）

（22）
可靠度

R（ t）＝Φ（－Zα（t）） （23）
其中Φ（ZR（ t））为变量 ZR（ t）的分布函数：

Φ（Z）＝ 1
2π∫Z

－∞ e－ u22d u．

2　设计方法
假设对零件的要求是1a 以后的可靠度是

R（ t）�应力和强度是独立的随机变量�已知（λσ�δσ）
和（λS�δS）�可以求出设计参数 R（0）与 S（0）之间

的关系．
由于可靠度是 R（ t）已知�由式（23）可得 ZR（ t）�

又

μ^ln S（ t）－μ^lnσ（t）＝－Zα（t） σ^2ln S（ t）＋σ^2lnσ（t）�
其中σ^ln S（ t）＝δS t�σ^lnσ（t）＝δσ t�故μR（ t）－μS（ t）可

以求出．由式（15）和（16）可知：

μ^ln S（ t）＝ln S（0）＋ λS－12δ2S t�

μ^lnσ（t）＝lnσ（0）＋ λσ－12δ2σ t．

因而

μ^ln S（ t）－μ^lnσ（t）＝
lnS（0）＋ λS－12δ2S t － lnσ（0）＋ λσ－12δ2σ t ＝
（lnS（0）－lnσ（0））－ λS－12δ2S － λσ－12δ2σ t�

ln S（0）－lnσ（0）＝
（μln S（ t）－μlnσ（t）＋ λS－1

2δ2S － λσ－1
2δ2σ t＝

－Zα（t） σ^2lnS（t）＋σ^2lnσ（t）＋ λS－1
2δ2S － λσ－1

2δ2σ t．

故

ln S（0）
σ（0） ＝－Zα（t） σ^2ln S（ t）＋σ^2lnσ（t）＋

λS－12δ2S － λσ－12δ2σ t�

S（0）
σ（0）＝exp －Zα（t） σ^2ln S（ t）＋σ^2lnσ（t）＋

λS－12δ2S － λσ－12δ2σ t （24）
式中�λσ、δσ、λS、δS 和 t 均已知�故 S（0）

σ（0）可以求出�
这样便可以选择不同的材料或者材料尺寸对零件进

行设计．

3　参数的确定方法
漂移率λ反映确定性因素对应力（强度）变化

率的影响权重�波动率δ反映不确定性因素对应力
（强度）变化率的影响权重．由于未来的漂移率和波
动率还未发生�无法直接得到�因而λ和δ则以历史
上受到随机因素影响时的漂移率和波动率作为未来

漂移率和波动率的合理参考值．
3∙1　漂移率λ的计算

X 在相同的时间间隔点（例如天、周或年）所得
到的观测值�漂移率：

λ＝q＝1
n ∑ ln X j

X j－1 （25）
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式中�X j 为第 j 个观测时间点的值（ j＝1�…�n�
n＋1�观测次数为 n＋1次）．
3∙2　波动率δ的计算

令 q i＝ln X j
X j－1�i＝1�2�…�n�q 是 q i 的平均

值�则

δ＝ 1
n－1∑

n

i＝1
（q i－ q）2．

即�

δ＝ ∑n

i＝1
（q i－ q）2

n－1 （26）

4　两种特殊情况
（1） 当δS＝δσ＝0时�应力（强度）变化率仅受

到确定性因素的影响．
因为应力和强度都服从

dX（ t）＝λX（ t）d t＋δX（ t）dW（ t）�
故

dX（ t）＝λX（ t）d t�X（ t）＝X（0）expλt．
根据设计零件零时刻的强度 R（0）和应力 S（0）

的关系为 S（ t）
σ（ t）＝ S（0）

σ（0） exp（λS－λσ） t�便可以选择
不同的材料或者材料尺寸对零件进行设计．

（2） 当λS＝λσ＝0时�应力（强度）变化率仅受
到不确定性因素的影响．

dX（ t）＝δX（ t）dW（ t）�
S（0）
σ（0）＝exp －Zα（t） σ^2ln S（ t）＋σ^2lnσ（t）＋

0－12δ2S － 0－12δ2σ t ＝
exp －Zα（t） σ^2ln S（ t）＋σ^2lnσ（t）＋ 12δ2σ－12δ2S t ．

根据设计零件零时刻的强度 R（0）和应力 S（0）
的关系�便可以选择不同的材料或者材料尺寸对零
件进行设计．

图1　受拉轴
Fig．1　Tensional bar

5　算例
考虑一受拉圆轴（图1）�假设应力在轴的横截

面上均匀分布�轴线为直线�随机载荷作用在截面中
心�破坏定为断裂．设计准则为 R（ t）＝P（lnS（ t）－
lnσ（ t）＞0）．

强度和应力的200个历史观测数据如图2和

图3所示�该历史观测数据由软件 Labview 随机产
生�假设观测的时间间隔以天为单位�设计使用寿命
为1a�求可靠度分别为 R（ t）＝0∙995和 R （ t）＝
0∙95�所使用材料的强度在零时刻 S（0）＝500MPa
时�求受拉圆轴的设计半径 r．

图2　强度的历史数据
Fig．2　History data of strength

　

图3　应力的历史数据
Fig．3　History data of stress

　

根据历史数据�由式（25）和（26）可得：
λs＝－0∙00021042265615�
λσ＝0∙00018921403584�

δs＝0∙008338983708�δσ＝0∙017688311331．
由式（23）可知 R （ t）＝0∙995时�Zα（t）＝ Zα（365）＝
－2∙575．
由式（24）可知

S（0）
σ（0）＝e0∙8606＝2∙3645�

σ（0）＝ S（0）2∙3645＝ 5002∙3645＝F（0）
πr2 ＝200000πr2 ．

解得 r＝17∙3555mm．即当 r＝17∙3555mm 能够
满足零件的可靠度在1a后为0∙995的要求．

同理�当 R （ t ）＝0∙95时�Zα（t） ＝ Zα（365） ＝
1∙645．

S（0）
σ（0）＝e0∙5131＝1∙6705�

σ（0）＝ S（0）1∙6705＝ 5001∙6705＝F（0）
πr2 ＝200000πr2 ．

解得 r＝14∙5878mm．即当 r＝14∙5878mm 时�能
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够满足零件的可靠度在1a后为0∙95的要求．

6　结论
基于时变可靠度计算模型�提出了时变不确定

性机械设计方法．与传统机械设计方法相比�该不
确定性机械设计方法体现了时变的特点�与零件在
使用中强度和应力是随时间的演化过程相一致�是
一种动态的机械设计方法．该方法的特色在于：（1）
考虑了不确定因素的影响；（2）考虑了强度和应力随
时间的演化过程．
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