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基于相场法的砂浆裂纹相互作用失效分析
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摘 要 提出一种新的基于相场法的砂浆断裂力学分析方法，对裂纹相互作用导致的砂浆试件失效行为进行模拟分析． 采

用非保守 Allen--Cahn方程作为控制方程，借助 COMSOL有限元分析软件，将线弹性力场和相场整合为统一的有限元模型，对
砂浆中裂纹发展和相互作用进行模拟分析． 通过砂浆三点弯曲试验和直拉试验，测试砂浆裂纹扩展过程． 模拟结果与试验结
果的对比分析表明，砂浆试件裂纹相互作用临界荷载的模拟计算结果与试验结果非常吻合． 研究结果表明，Ⅱ型试件断裂破
坏会产生更长的裂缝路径．
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ABSTＲACT This article introduces a new mortar fracture analysis method based on the phase-field method，which is used to analyze

the fracture failure in crack interaction of mortar． The non-conserved Allen--Cahn equation was adopted as the system governing equa-
tion to study the crack development and interaction in mortar． Both the linear elasticity and phase-field equations were solved in a uni-
fied finite element frame work，which was implemented in the commercial software COMSOL． Direct tension test and three-point ben-
ding test were performed for validation． It is discovered that the critical load of crack interaction by the phase-field method agrees very
well with the experimental results． Ｒesearch results show that Mode Ⅱ specimen tends to have a longer crack path．
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砂浆是混凝土的重要组成成分，砂浆断裂特性对

混凝土的使用寿命有着非常重要的影响． 研究者对砂
浆断裂特性进行大量的试验研究，如砂浆的断裂韧

性［1
--2］、砂浆的裂纹延展［3］、水泥砂浆的微裂纹产生及
发展［4］和裂纹偏转［5］． 在砂浆断裂机理研究方面，研

究者通常基于非延展性统计模型［6］、有限元模型［7］、内
聚力模型［8］等方法开展理论研究． 研究过程中存在两
方面问题:现在的研究主要着眼于单一断裂模式，对于

裂纹间相互作用的研究非常少，事实上后者更加合理

并具有实际意义; 现在的大多数砂浆断裂分析基于
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Griffith的经典断裂力学［9］，但是这一理论存在研究多
重断裂标准［10］、复杂拓扑相变［11］、和奇点［12］等局限
性，计算过程非常繁复．
近年来，一种基于能量的相场法被用于进行材料

性能分析． 该方法由 Cahn和 Hilliard［13］首先提出用于
研究相场转换，目前已经被验证为可用于材料性能分

析的一种高效数学工具，如 Al--Si合金枝晶生长［14］、晶
体预熔及熔化［15］和微观组织演化［16］． 相场法完全基
于能量最小化原理研究材料性能，可以将裂纹发展转

化为能量流的流动，因此将其应用于砂浆断裂力学分

析，可以简化计算过程，从而有效克服经典断裂力学的

局限性．
本文基于相场法，对裂纹相互作用导致的砂浆断

裂失效进行模拟分析． 数值模拟中以 Ginzburg--Landau

理论为基础［17］，采用非保守的 Allen--Cahn方程作为相
场控制式［18］． 通过给相场变量赋予不同数值，来表征
砂浆结构中断裂相和完整相，并用储存在断裂相和完

整相之间的表面自由能表征砂浆的抗裂性能． 采用
COMSOL有限元软件对相场式进行统一求解，从而获
得砂浆裂纹延展过程． 通过砂浆三点弯曲试验和直拉
试验，测试砂浆裂纹扩展过程． 将模拟结果与试验结
果进行对比，发现相场法能够很好地模拟砂浆裂纹相

互作用导致试件失效的整个过程．

1 理论模型

在相场模型中，需要对整个系统的总自由能 F 进
行计算，因为它是衡量在一个特定的热力学过程中，系

统可对外输出的有用能量． 总自由能通常基于
Ginzburg--Landau理论加以计算，表征为相场变量的函
数． 进行砂浆裂纹分析时，相场法使用一个统一的相
场变量 描述砂浆的微观结构． 对于断裂相，设置为
 = － 1;对于完整相，设置为  = 1． 整个系统的总自
由能可由式( 1) 进行计算［19］:

F = ∫Ω ( fgr + f loc + fel ) dV， ( 1)

fgr =
1
2 λ |

Δ

 | 2， ( 2)

f loc =
λ
4ζ2
( 1 － ) 2 ( 1 + ) 2， ( 3)

λ = 3γζ
槡8

． ( 4)

式中: fgr为梯度能量密度; f loc为局部自由能密度，局部
自由能函数在两相  = － 1 和  = 1 存在最小值; fel为
由外部荷载产生的弹性能量密度; V 为积分体; λ 为混
合能密度，ζ 为界面厚度［17］; γ 为表面能，用于定量表
征裂纹扩展过程中产生两个新的断裂面所需要的

能量．

通过与相场变量耦合，可以获得如式 ( 5 ) 所示的
弹性能量密度 fel ． 方程( 5) 采用爱因斯坦求和约定．

fel =
E( )

2( 1 + ν [) ν
1 － 2ν
( εii )

2 + εikε ]ik ， ( 5)

E( ) = E0 + ( E － E0 ) h( ) ． ( 6)
式中，E 和 E0 分别为完整材料和裂纹部分的弹性模

量，ν为泊松比，i，k = 1，2，3．
式( 7) 是插值函数，满足

h( － 1) = 0，
h( 1) = 1，

h'( － 1) = h'( 1) = 0，

h( ) = － 1
4 3 + 3

4  + 1
2 ． ( 7)

考虑到裂纹相的弹性模量为零，为了避免在计算

中产生数值错误，在整个计算域统一假定 E0 =
0. 000001E，ν = 0. 22．
通过式( 8) 计算应变 ε为

ε = 1
2 (

Δ

u + (

Δ

u) T ) ． ( 8)

在拉格朗日系统里，u表示位移场．
大量试验研究表明，砂浆在快速拉伸时表现出线

弹性和各向同性，根据 Hooke 定律，采用式( 9 ) 计算弹
性应力为

σik =
E( )
1 + (ν εik +

1
1 － 2νδikε )ii ． ( 9)

式中，i，k = 1，2． 对于 i = k，δik = 1;对于 i≠k，δik = 0．
通过式( 10) 所示的平衡条件计算应力

Δ

·σ = 0 ( 10)

采用式( 11) 所示的非保守 Allen--Cahn 方程模拟
裂纹扩展．


t

= －Mψ， ( 11)

ψ = F


= －

Δ

·λ

Δ

 + λ
ε2 ( 

2 － 1)  +
fel


． ( 12)

式中，M为砂浆裂纹扩展速率，ψ为系统化学势．
采用有限元软件 COMSOL对式( 11) 进行计算，需

要获得该式的弱解形式，如下式:

∫Ω t 槇dΩ =

－ ∫Ω [λχ ε2 Δ

·

Δ槇 + ( 2 － 1) 槇 + ε2

λ
fel


槇 ] dΩ．

( 13)

式中，槇是用于有限元计算的试函数．

2 断裂力学相场模拟

在相场模型中，J 积分用来表征弹性能释放的速
率． 通过计算裂纹相互作用过程中的 J 积分变化，对
断裂过程中的能量释放及裂纹扩展方向进行研究．

·248·
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2. 1 J积分
假定存在如图 1 所示的一个宏观裂纹 Γ1 和一个

任意的非常接近的裂纹 Γ2 ． 根据 J 积分守恒定律，可
得到

－ J( Γ∞ ) + J( HG) + J( Γ1 ) + J( FE) + J( Γ2 ) +
J( DC) + J( BA) = 0． ( 14)

图 1 裂纹相互作用的积分路径图
Fig． 1 Integration contour in crack interaction

注意到积分路径 FE和 DC相互抵消，考虑到断裂
面表面牵引力为零，可认为 J( HG) = J( BA) = 0，基于
式( 14) 可以进一步推导出式( 15) 为

J( Γ∞ ) = J( Γ1 ) + J( Γ2 ) ． ( 15)
式中，J( Γ∞ ) 是远端应力场的 J积分，J( Γ1 ) 是宏观裂

纹 Γ1 尖端的 J 积分，J ( Γ2 ) 是微观裂纹 Γ2 尖端的 J

积分． 对于局部坐标系 x* y* ，

J( Γ2 ) = J*
1 cosα － J*

2 sinα． ( 16)
式中，

J*
1 = ∮Γ2

( fel dy
* － T*

i u
*
( i，1) dx) ， ( 17)

J*
2 = ∮Γ2

( － fel dy
* － T*

i u
*
( i，2) dx) ， ( 18)

T*
i 是在局部坐标系 x* y* 中的牵引力投影．

2. 2 断裂力学二维模拟
对于三维脆性断裂模拟计算，一般采用二维简化，

即仅考虑平面应力或者平面应变以提升计算效率． 在
COMSOL中建立如图 2 所示的二维有限元模型，模拟
砂浆在拉伸荷载作用下裂缝的相互作用． 计算区域是
一个边长 L = 0. 1 m 的正方形，界面厚度为 ζ = 0. 0001
m，两个初始裂缝长度分别为 0. 05 m 和 0. 025 m，初始

裂纹宽度 W = 0. 005 m，网格尺寸设为 Δx = 1
20W，在初

步网格划分中总共使用 31768 个三角形单元，在上边
界和下边界施加拉荷载 σ( t) = kt，其中 k = 2. 5 × 105

N·m －2·s －1 ． 图 3 分别展示 0、0. 08、0. 55 和 0. 60 s时裂

缝扩展情况． 其中表面能 γ = 219 J·m －2，弹性模量 E =
26. 4 GPa． 由图 3 所示，裂缝传播和相互作用是沿着水
平方向，并且裂缝相和固体相之间存在有一个扩散界

面． 同时，长裂缝扩展速率明显快于短裂缝，这是由于
长裂缝 J积分能量释放速率较大．

图 2 裂纹相互作用的有限元网格划分图
Fig． 2 Finite element mesh of the crack interaction model

3 试验结果及模拟结果对比分析

为了对相场法的模拟结果进行可靠性验证，在山

东大学压力实验室内进行了两种砂浆断裂试验，包括

三点弯曲试验和直接拉伸试验，如图 4 所示． 砂浆试
件根据 ASTM C348 ( ASTM，2014 ) 的规定浇筑和养
护． 添加了巴斯夫( 中国) 生产的聚羧酸高效减水剂以
提高砂浆工作性． 所有砂浆试件的水泥 /砂质量比统
一采用 1∶ 2． 水灰质量比选取 0. 4． 表 1 所示为制作砂
浆所用波特兰水泥的性能． 试验采用非常细的细砂作
为骨料，图 5 给出细集料的级配曲线． 因此可以假定
制作的砂浆试件为各向同性的均质体． 通过无缺口砂
浆拉伸试验获得砂浆的弹性模量 E = 26. 4 GPa和抗拉
强度 σ0 = 9. 35 MPa． 如图 4( a) 所示，在三点弯曲试验
中，砂浆试件采用的尺寸是 40 mm × 40 mm × 160 mm，
其中试验段长度为 130 mm． 采用五种不同的初始裂缝
长度，分别为 10、12. 5、15、17. 5 和 20 mm． 砂浆试件采
用 20 mm和 40 mm两种不同厚度． 对于每种尺寸的试
件，各做三组试验并取平均值以减少试验误差． 在三
点弯曲试验中，试验力 F逐渐增加，最大值记为 P． 根
据标准断裂试验规范 ASTM E399--12［20］，可通过式
( 19) 计算断裂韧度 KC 为

KC = (f a )W
PS

BW3 /2 ． ( 19)

其中几何系数 (f a )W 用下式计算:

·348·
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图 3 裂纹相互作用过程． ( a) 0 s; ( b) 0. 08 s; ( c) 0. 55 s; ( d) 0. 60 s
Fig． 3 Crack interaction process at different time instants: ( a) 0 s; ( b) 0. 08 s; ( c) 0. 55 s; ( d) 0. 60 s

图 4 砂浆断裂试验． ( a) 三点弯曲试验; ( b) 直接拉伸试验
Fig． 4 Mortar cracking tests: ( a) three-point bending test; ( b) direct tension test

(f a )W =

3 ( a /W) 1 / [2 1. 99 － ( a /W) ( 1 － a /W () 2. 15 －3. 93aW +2. 7a2 /W ) ]2

2( 1 +2a /W) ( 1 － a /W) 3 /2
．

( 20)
在相场里，表面能 γ由下式计算:

γ =
K2

C ( 1 － ν2 )
2E ． ( 21)

采用相场法对三点弯曲试验中砂浆试件临界破坏

荷载进行模拟并与记录的临界破坏力 P进行对比． 在
模拟中，考虑临界荷载为瞬时，即裂纹尖端的  达到
－ 1 时试件发生破坏． 对比结果如表 2 所示． 对比模
拟和试验数据可以看到相场法在砂浆三点弯曲断裂试

验中的模拟具有很高的精度．
在直接拉伸试验中，设计两种不同裂纹形态的砂

浆试件:Ⅰ型试件，在中间横截面上开两条在同一直线
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表 1 制作砂浆所用波特兰水泥的性能
Table 1 Properties of Portland cement used for mortar specimen

密度 /

( g·cm －3 )

比表面积 /

( m2·kg －1 )

标准稠

度 /%
安定

性 /mm

凝结时间 /min

初凝 终凝

3. 14 350 25. 0 0. 5 172 222

图 5 集料级配曲线
Fig． 5 Grain size distribution

上的初始裂纹，其长度均为 5 mm，如图 6 所示;Ⅱ型试
件，开两条不在同一直线上的初始裂纹，其错开水平距

表 2 三点弯曲试验和相场法模拟结果的对比
Table 2 Comparison between three-point bending test and PFM simula-
tion of mortar specimens

试样厚度 /
mm

初始裂纹

长度 /mm

破坏荷载，P /N

试验 相场法模拟

40 10. 0 1373. 8 1398. 0

40 12. 5 1127. 2 1156. 2

40 15. 0 996. 8 1002. 3

40 17. 5 766. 0 785. 1

40 20. 0 628. 5 654. 7

20 10. 0 632. 8 636. 9

20 12. 5 530. 5 541. 3

20 15. 0 463. 5 471. 7

20 17. 5 386. 1 366. 4

20 20. 0 298. 5 287. 3

离为 10 mm，初始裂纹长度均为 10 mm，如图 7 所示．
试件厚度均为 40 mm． 对于两种不同类型的砂浆试件，
各做五组试验取平均值以减少试验误差．

图 6 Ⅰ型试件． ( a) 断裂前; ( b) 断裂后
Fig． 6 Mode Ⅰ specimen: ( a) before failure; ( b) after failure

图 7 Ⅱ型试件． ( a) 断裂前; ( b) 断裂后
Fig． 7 Mode Ⅱ specimen: ( a) before failure; ( b) after failure

图 8 展示了直接拉伸试验中Ⅰ型和Ⅱ型砂浆试件

荷载--位移关系的试验曲线和相场法模拟结果． 可以
看到，无论是Ⅰ型还是Ⅱ型试验，试验结果和相场数值
模拟结果都具有高度一致性，说明用相场模型描述砂

浆试件在纯拉伸作用下裂纹相互作用行为具有很高的

精度．

进一步观察到Ⅰ型试件和Ⅱ型试件的荷载--位移
曲线均几乎为线性． 这是由于在试验温度( 室温) 下，
砂浆试件表现为线弹性，试件在外部荷载下发生线弹

性脆性断裂破坏． 比较图 8 中Ⅰ型和Ⅱ型试件的荷

载--位移关系，可以看到对于相同的荷载，Ⅱ型试件比
Ⅰ型试件有着更大的位移． 这是由于Ⅰ型试件中两初

始裂缝笔直相对，Ⅱ型试件中两初始裂缝存在初始角
度，Ⅱ型试件断裂破坏会产生更长的裂缝路径．
砂浆试件荷载和位移之间几乎呈线性关系，这意

味着砂浆断裂行为满足式( 9) 所需的脆性假设． 荷载
达到峰值以后，下降得很快，这就符合相场模拟的临界

荷载是瞬时的这一假定． 基于下式，进一步计算开裂
过程区尺寸 rp :

rp =
1
2 (π

KC

σ )
0

2

． ( 22)

计算得 rp = 0. 000689 m． 相比于砂浆试件尺寸，开裂过
程区非常小． 这说明计算得到的开裂过程区尺寸 rp 不
会影响砂浆在直拉试验中的线弹性性能．
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图 8 直接拉伸试验中Ⅰ型和Ⅱ型试验中荷载--位移关系的 PFM

相场法模拟和试验对比

Fig． 8 Comparison between PFM simulation and test results of Mode

Ⅰ and Mode Ⅱ specimens in direct tension test

4 结论
( 1) 采用非保守相场模型，对砂浆裂缝相互作用

导致的断裂失效进行模拟分析，并进行砂浆三点弯曲

试验和直接拉伸试验以验证模拟可靠性． 经过模拟及
试验结果对比分析，发现相场法在砂浆断裂分析中计

算结果精度较高，可用来模拟裂缝相互作用导致的砂

浆试件断裂失效．
( 2) 与经典断裂力学相比，相场法将裂缝扩展转

化为能量流的流动，因而不需要详细地描述断裂面，可

以方便地处理裂缝扩展中的拓扑变换，克服经典断裂

力学计算过程繁复的缺陷，从而为砂浆断裂力学计算

提供新途径．
( 3) 通过数值模拟，验证了在两种不同的初始裂

缝相互作用过程中，具有较大 J 积分的裂缝会有较快
的裂缝扩展速率． 通过对开裂过程区尺寸的严格计
算，证明砂浆断裂行为呈线弹性．
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