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基于等效耦合刚度的平面折展滑块机构分析
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摘 要 柔性铰链是实现平面折展柔顺机构运动的关键部分． 如何设计得到柔度好、精度高的柔性铰链一直是柔顺机构研
究的关键问题． 综合考虑影响平面折展机构铰链刚度和精度特性的等效弯扭及拉压刚度，以 LET铰链为例，分析在不同载荷
下各个参数对弯扭与拉压等效耦合刚度的影响趋势，从而提出弯扭与拉压等效耦合刚度的概念． 通过大量的实例计算和分
析，推导出 LET铰链弯扭与拉压等效耦合刚度的经验公式． 基于等效耦合刚度经验公式，对平面折展柔顺滑块机构进行分
析． 应用等效耦合刚度公式与不应用等效耦合刚度公式两种情况的分析结果和有限元仿真结果表明，应用等效耦合刚度经
验公式的滑块位移计算精度得到很大的提高，验证了等效耦合刚度经验公式的适用性．
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ABSTＲACT The flexure hinge is the key part to implement the movement of lamina emergent mechanisms ( LEMs) ． Designing a
flexure hinge with good flexibility and high accuracy is always the key problem to research compliant mechanisms． Considering the ben-
ding and tension equivalent stiffness comprehensively which influence the stiffness and accuracy characteristics of LEMs hinges and
taking the LET hinge as an example，the effects of different parameters on bending and tension equivalent coupling stiffness are ana-
lyzed under different loads and the concept of bending torsion and tension compression coupling is introduced． Through the calculations
and analyses of a large number of examples，an empirical formula of bending torsion and tension compression equivalent coupling stiff-
ness is derived for the LET flexure hinge． The LEMs slider mechanism is studied based on equivalent coupling stiffness． By the com-
parison of theoretical calculation and simulation results，the calculating accuracy of the slider’s displacement is proved to be improved
by the application of the equivalent coupling stiffness formula，and thus the applicability of the equivalent coupling stiffness formula is
verified．
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以尽可能少的构件实现复杂的动作，以尽可能小

的占用空间完成精密的运动过程是现代机构学中重要

的创新思想［1］． 平面折展机构( lamina emergent mecha-
nisms，LEMs) 是由二维平面加工而成实现三维运动的

新型柔顺机构［2
--3］． 体积小、制造简单、成本低、运输方

便等优点［4］使得 LEMs 机构存在广阔的发展空间． 文
献［5］基于刚体替代综合法［6］设计了一个以高平行度
的双四边形机构为提升平台的 LEMs机构，文献［7］设



印思琪等: 基于等效耦合刚度的平面折展滑块机构分析

计了细胞夹持 LEMs 机构，文献［8］设计了多种球面
LEMs机构．
柔性铰链是柔顺机构的关键组成部分，柔顺机构

的研究主要集中在柔性铰链上［9］． 文献［10］设计了外
LET与内 LET 铰链，并推导出其等效刚度公式; 文献
［11］提出了 TUFF铰链和 ＲUFF铰链;文献［12--13］分
别提出圆环形铰链与 S 形铰链; Wilding［14］对不同
LEMs铰链的性能进行了分析;文献［15--17］从不同的
方面分析了铰链的柔度和精度特性问题． 研究发现柔
性铰链在机构运作中会同时承受弯扭载荷与拉压载

荷，单独考虑拉压载荷或者弯扭载荷对机构的运动精

度分析会产生较大偏差，尤其是拉压方向的变形会使

转动中心发生漂移，导致设计的机构不能准确的满足

性能要求，所以有必要对柔性铰链的弯扭与拉压等效

耦合刚度作进一步研究．
基于此，本文以 LET铰链为例对弯扭与拉压等效

耦合刚度进行初步的分析研究，通过大量的实例分析，

得到 LET铰链弯扭与拉压等效耦合刚度的经验公式，
并应用该经验公式对 LEMs滑块机构进行分析研究．

1 LET铰链等效耦合刚度的分析

1. 1 LET铰链承受耦合载荷状况的分析
为探究 LET铰链在扭转过程受到拉压载荷的影

响情况，设计 LET铰链，尺寸如图 1 所示，对 LET 铰链
弯扭过程中存在拉压载荷与不存在拉压载荷两种情况

进行分析研究． 图 1 中 t 表示铰链厚度; LBL和 LTL分别

表示柔性铰链的弯曲片段和扭转片段的长度; LBW和

LTW分别表示柔性铰链的弯曲片段和扭转片段的宽度;

d表示梁的宽度． 假设力 F 的方向始终与梁方向
相同．

图 1 LET柔性铰链尺寸示意图
Fig． 1 Schematic diagram of the LET flexure hinge

铰链基本尺寸如表 1，材料选择铍青铜，弹性模量
E = 128 GPa，泊松比 ν = 0. 35．

表 1 LET铰链的参数值

Table 1 Parameter values of the LET hinge mm

LTL LTW LBL LBW d t

35 3 10 5 20 0. 8

根据 Howell等提出的 LET 柔性铰链的扭转等效
刚度公式，keq为

keq =
2k2TkB

k2T + 2kTkB

． ( 1)

其中，kT为扭转片段扭转刚度系数，kB为弯曲片段弯曲

刚度系数，

kT =
LTWGt (3 1

3 － 0. 21 t
L )
TW

LTL
， ( 2)

kB =
EIB
LBL

． ( 3)

式中，G为剪切模量，IB为梁的惯性矩．

G = E
2( 1 + ν)
，IB =

LBW t
3

12 ． ( 4)

将式( 2) ～式( 4) 代入式( 1) ，整理得到

keq =
2EGIBLTW t (3 1

3 － 0. 21 t
L )
TW

GLBLL (TW
1
3 － 0. 21 t

L )
TW

+ 2EIBLTL

． ( 5)

其中，E为材料弹性模量，ν 为材料泊松比，其余参数
符号和意义见图 1 和表 1．
根据式( 5) 计算不同转矩下外 LET铰链转角的理

论值，如表 2 最后一行所示． 在 ABAQUS 中建立表 1
所示实例的有限元仿真模型，同时施加如图 1 所示的
转矩 M 以及跟随 LET 铰链转角变化的力 F，M = 500
N·mm，F = 20 N时转角变形云图如图 2 所示． 通过有
限元仿真得到同时施加集中力和转矩作用下 LET 柔
性铰链的转角仿真值，如表 2 所示．
由表 2 可以看出，LET 铰链在仅有转矩作用下发

生弯曲变形时，得到的转角仿真值与理论值基本一致，

LET铰链的刚度在铰链变形范围内基本不变，说明扭
转等效刚度公式在拉力为零的情况下适用．
由表 2 绘制曲线图，如图 3 所示．

图 2 LET柔性铰链的角位移云图
Fig． 2 Angular displacement nephogram of the LET flexure hinge

铰链在转矩作用下产生转角的仿真值与理论值之

间的误差为

·789·
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表 2 弯扭与拉压耦合作用下 LET转角的仿真值
Table 2 Simulation values of the bending rotation angle of the LET under the coupling pressure of bending torsion and tension compression rad

拉力，

F /N

转矩，M / ( N·mm)

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0 0. 1904 0. 3808 0. 5712 0. 7615 0. 9518 1. 142 1. 332 1. 522 1. 712 1. 902

5 0. 1945 0. 3890 0. 5833 0. 7774 0. 9713 1. 165 1. 358 1. 552 1. 744 1. 937

10 0. 1981 0. 3961 0. 5936 0. 7909 0. 9880 1. 185 1. 382 1. 578 1. 774 1. 969

15 0. 2011 0. 4019 0. 602 0. 8020 1. 002 1. 202 1. 401 1. 601 1. 800 1. 998

20 0. 2035 0. 4064 0. 6085 0. 8104 1. 012 1. 215 1. 417 1. 62 1. 822 2. 024

25 0. 2052 0. 4096 0. 6129 0. 8161 1. 020 1. 224 1. 429 1. 634 1. 84 2. 046

30 0. 2063 0. 4115 0. 6153 0. 8187 1. 023 1. 228 1. 434 1. 643 1. 853 2. 063

35 0. 2067 0. 4120 0. 6153 0. 8179 1. 021 1. 226 1. 433 1. 644 1. 858 2. 073

0 ( 理论) 0. 1916 0. 3832 0. 5749 0. 7665 0. 9581 1. 1497 1. 3414 1. 533 1. 7246 1. 9162

图 3 LET铰链在不同拉力值下转矩与转角关系曲线
Fig． 3 Torque and angle relation curve of the LET flexure hinge at
different tension values

α =
θA － θeq
θeq

× 100% ． ( 6)

式中，θA 为转角仿真值，θeq为转角理论值．
由表 2 数据以及图 3 可知，LET铰链扭转时，拉力

会对其产生很大的影响． 在同等转矩下施加拉力，由
于拉力方向的变化，转动中心漂移，导致转角变大． 随
着拉力逐渐增大，转角计算值与仿真值的误差也逐渐

增大． 根据式( 6) 计算可知，当拉力为 35N，转矩为 100
N·mm时，转角仿真值误差将达到 7. 88% ．
因此，由施加拉力会引起铰链转角的变化可以得

出，拉力对铰链的扭转刚度存在着影响，拉力会改变铰

链的扭转刚度，使得在同等扭矩作用下铰链转角改变．
所以设计及分析 LET时，需要考虑弯扭与拉压的综合
作用，即弯扭与拉压等效耦合刚度．
1. 2 LET铰链承受耦合载荷状况的分析
由 1. 1 节的分析得到，拉力对 LET 铰链的弯扭等

效刚度产生很大影响． 对 LET 铰链施加水平拉力后，
转矩与转角曲线呈线性关系，说明拉力对 LET 铰链的

弯扭等效刚度的影响是固定的，即施加固定的拉力会

对弯扭等效刚度产生固定的影响． 由于施加拉力后
LET铰链不只产生扭转还会有拉伸，因此需要求解铰
链同时受拉力和弯矩情况下的刚度，即弯扭与拉压等

效耦合刚度．
为探究拉力对等效耦合刚度的影响，对表 2 中数

据进行处理，得到在不同拉力下铰链弯扭与拉压等效

耦合刚度值，在此给出拉力与相对应等效耦合刚度的

曲线，如图 4 所示．

图 4 LET铰链承受的拉力值与等效耦合刚度关系曲线
Fig． 4 Force and equivalent coupling stiffness curve of the LET flex-
ure hinge

引入符号 kco来表示弯扭与拉压等效耦合刚度，同

时引入参数 a和 b表示拉力 F对等效耦合刚度的影响
程度，通过大量实例的仿真分析，得到等效耦合刚度

kco可以表示为拉力 F的二次函数，即
kco = keq + aF2 + bF， ( 7)

则转矩与转角关系可以表示为

M = kcoθ = ( keq + aF2 + bF) θ． ( 8)
考虑到参数 a 和 b 的值与铰链尺寸直接有关，因

此以表 1 铰链参数值为基础，改变铰链的宽度尺寸 LBL
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与长度尺寸 LTL得到不同的长宽比，定义该长宽比为铰

链的结构特征参数，用符号 ξ表示，即 ξ = LBL /LTL，分析

随着结构特征参数 ξ 的变化，LET 铰链等效耦合刚度
经验公式中参数 a和 b的变化情况．
改变结构特征参数 ξ，取八组数据分别为 2. 5、

2. 75、3. 0、3. 25、3. 5、3. 75、4 和 4. 25，仿真分析得到不
同结构特征参数 ξ下的 a和 b值如表 3 所示．

表 3 不同 ξ下 a和 b值
Table 3 Values of a and b at different ξ values

ξ 2. 5 2. 75 3. 0 3. 25 3. 5 3. 75 4. 0 4. 25

a 0. 021 0. 021 0. 028 0. 028 0. 028 0. 028 0. 028 0. 028

b － 2. 45 － 2. 45 － 2. 1 － 2. 1 － 2. 1 － 2. 1 － 2. 1 － 2. 1

由表 3 中数据可得，在铰链其他尺寸不变情况下，

当特征参数 ξ为 2. 5 至 2. 75 时，等效耦合刚度公式为
kco = keq + 0. 021F

2 － 2. 45F; ( 9)
当特征参数 ξ为 3. 0 至 4. 25 时，等效耦合刚度公式为

kco = keq + 0. 028F
2 － 2. 1F． ( 10)

1. 3 有限元仿真与验证
为进一步验证等效耦合刚度经验公式及其参数 a

和 b的正确性，选取铍青铜材料作为 LET铰链材料，改
变 LTL及 LBL，取 ξ 分别为 2. 5、3. 0、3. 5 和 4. 0，其余铰
链尺寸如表 1． 通过有限元仿真得到具有不同特征参
数 ξ的 LET 铰链在不同拉力作用下的等效耦合刚度，
同时根据表 3 得到不同特征参数 ξ 下 a 和 b 的值，用
等效耦合刚度公式( 9) 与式( 10) 计算得到 LET铰链理
论等效耦合刚度． 有限元仿真得到的等效耦合刚度与
理论计算得到等效耦合刚度及其对比如表 4 所示．

表 4 LET铰链等效耦合刚度的理论值、仿真值及其误差
Table 4 Finite element simulated and theoretically calculated equivalent coupling stiffness of LET flexure hinge and their relative error

ξ 参量
F /N

5 10 15 20 25 30 35

刚度理论值 / ( N·mm·rad － 1 ) 577. 2 565. 9 555. 8 546. 5 538 530. 6 524

2. 5 刚度仿真值 / ( N·mm·rad － 1 ) 574. 4 563. 4 553. 4 544. 4 536. 4 529. 4 523. 4

相对误差 /% 0. 49 0. 44 0. 43 0. 38 0. 30 0. 23 0. 11

刚度理论值 / ( N·mm·rad － 1 ) 592. 3 582. 9 574. 4 566. 6 560 554 549. 1

3 刚度仿真值 / ( N·mm·rad － 1 ) 589. 5 581. 1 574. 1 568. 5 564. 3 561. 5 560. 1

相对误差 /% 0. 47 0. 31 － 0. 05 0. 34 0. 77 1. 35 2. 00

刚度理论值 / ( N·mm·rad － 1 ) 516. 2 507. 7 500. 4 494. 2 489. 3 485. 8 484. 4

3. 5 刚度仿真值 / ( N·mm·rad － 1 ) 512. 1 503. 7 496. 7 491. 1 486. 9 484. 1 482. 7

相对误差 /% 0. 79 0. 79 0. 74 0. 63 0. 49 0. 35 0. 35

刚度理论值 / ( N·mm·rad － 1 ) 509. 1 501. 9 495. 6 490. 7 487. 4 485. 9 487. 1

4 刚度仿真值 / ( N·mm·rad － 1 ) 503. 7 495. 3 488. 3 482. 7 478. 5 475. 7 474. 3

相对误差 /% 1. 06 1. 32 1. 47 1. 63 1. 83 2. 10 2. 63

由表 4 数据绘制曲线，如图 5 所示． 由表 4 与图 5
可以得到在弯扭与拉压耦合作用下 LET 铰链发生扭
转时，通过有限元仿真得到的刚度与利用公式得到的

刚度基本一致，最大误差为 2. 63%，发生在 ξ = 4. 0 时．
这是因为在 ξ = 4. 0 时铰链柔度很大，会产生较大的中
心漂移，但误差仍在允许范围内，验证了理论公式的正

确性．

2 平面折展滑块机构的分析

2. 1 滑块机构公式推导
为进一步验证等效耦合刚度的适用性，将等效耦

合刚度经验公式应用到机构分析中，为此设计平面折

展滑块机构如图 6 所示． 该平面折展滑块机构的伪刚
体模型如图 7 所示．
利用虚功原理对图 7 所示伪刚体滑块机构建立虚

功方程得到

δW = Fδzi +Mδθ1 + ∑
3

1
T iδ ψi ． ( 11)

式中，W为虚功，F为作用在滑块上的力，M 为作用在
杆 r2上的力矩，T i为特征铰链 i处的力矩．

Ti = － kiψi， ( 12)
ψ1 = θ1 － θ10， ( 13)

ψ2 = ( θ1 － θ10 ) － ( θ2 － θ20 ) ， ( 14)
ψ3 = θ2 － θ20. ( 15)

式中，θi0为弹簧未变形时机构的位置角度，θ10 = 0，
θ20 = π．
将式( 12) 和( 13 ) 代入式( 11 ) ，可以得到总虚功，

其表示为

δW = Aδθ1 + Bδθ2. ( 16)
在式( 16) 中，A和 B分别为
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图 5 LET铰链等效耦合刚度的理论值与仿真值曲线
Fig． 5 Theoretical calculated and simulated values of the equivalent
coupling stiffness of the LET flexure hinge

图 6 LEMs滑块机构
Fig． 6 LEMs slider mechanism

图 7 平面折展滑块机构的伪刚体模型
Fig． 7 Pseudo-rigid-body model of the LEMs slider mechanism

A = － r2Fsin θ1 +M + T1 + T2， ( 17)
B = － r3Fsin θ2 － T2 + T3. ( 18)

由机构的几何关系可以得出

r2 sin θ1 = － r3 sin θ2. ( 19)
对式( 16) 求导，得

dθ2 = －
r2 cos θ1
r3 cos θ2

dθ1 ． ( 20)

将式( 12) ～式( 20) 代入式( 11) ，得
－ r2Fsin θ1 +M + T1 + T2 －

r2 cos θ1
r3 cos θ2
( － r3Fsin θ2 － T2 + T3 ) = 0． ( 21)

滑块位移 s为

s = r2 + r3 － ( r2 cos θ1 + r3 cos θ2 ) ． ( 22)
2. 2 有限元分析
对图 6 所示滑块机构进行有限元仿真分析，选取

铍青铜材料，其余尺寸如图 8 所示． 根据伪刚体模型，
可以得到滑块机构的杆长为 r2 = 70 mm、r3 = 120 mm．
其中，LET柔性铰链的几何参数尺寸如表 1． 将各参数
代入式( 1) ～ 式 ( 3 ) 中得到 LET 铰链的等效刚度为
k1 = k2 = k3 = 521. 8 N·mm·rad

－1 ．

图 8 LEMS滑块机构尺寸( 单位: mm)
Fig． 8 Dimension of the LEMs slider mechanism ( unit: mm)

将以上数据代入式( 21) 和式( 22) 中，计算得到滑
块的位移 s，同时进行有限元仿真，得到滑块的仿真位
移 s'． 滑块理论计算位移 s、有限元仿真位移 s'及其相
对误差如表 5 所示． 图 9 为施加转矩M = 700 N·mm时
LEMS滑块机构的位移云图．

表 5 LEMS滑块机构滑块位移理论值与仿真值的比较
Table 5 Comparison between the theoretical and simulated displacement
of the slider mechanism

转矩，M / ( N·mm) 理论位移，s /mm 仿真位移，s' /mm 误差 /%

100 0. 1254 0. 1376 9. 73

200 0. 5023 0. 5508 9. 66

300 1. 1320 1. 2417 9. 69

400 2. 0170 2. 2132 9. 73

500 3. 1600 3. 4702 9. 82

800 8. 1960 9. 0274 10. 14

1000 12. 990 14. 340 10. 39

由表 5 数据可知，基于 LET 铰链的滑块机构，在
相同载荷作用下，滑块位移的理论值与仿真值存在较

大偏差，最大值达到 10. 39%，影响滑块机构的运动精
度． 分析误差产生的原因，可能是 LET 铰链在应用到
机构后受到横向载荷作用，改变铰链的转动刚度所致．
2. 3 基于等效耦合刚度公式的滑块机构分析
将等效耦合刚度经验公式应用到滑块机构分析

中，由于经验公式与铰链受力有关，因此首先对滑块机

构进行受力分析，如图 10 所示．
忽略滑块 x 方向受力，则 F43x = 0． 构件 2 的平衡

方程为

F12x + F32x = 0， ( 23)
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图 9 LEMS滑块机构位移云图
Fig． 9 Displacement nephogram of the LEMs slider mechanism

图 10 LEMS滑块机构力学分析示意图
Fig． 10 Schematic diagram of mechanical analysis of the LEMs slider
mechanism

F12y + F32y = 0， ( 24)
M + F32y r2 cos θ1 － F32x r2 sin θ1 － T12 － T32 = 0. ( 25)
对构件 3 有

F23x = 0， ( 26)
F23y + F43y = 0． ( 27)

T23 + T43 + F43y r3 cos θ2 = 0， ( 28)
其中 T12 = － T1，T32 = T23 = － T2，T43 = － T3 ．
联立方程( 23) ～方程( 28) 可求得

F12x = F32x = F23x，

F12y = － F32y = F23y = － F43y = 3. 8 N．
利用等效耦合刚度理论公式进行一次迭代可分别

求得各个铰链的等效耦合刚度

kco1 = k1 + (a
F32y

cos θ )
1

2

+ b
F32y

cos θ1
， ( 29)

kco2 = k2 + (a
F23y

cos θ )
2

2

+ b
F23y

cos θ2
， ( 30)

kco3 = k3 + (a
F23y

cos θ )
2

2

+ b
F23y

cos θ2
． ( 31)

其中 a 和 b 由表 4 查得． 将利用式 ( 1 ) ～式( 3 ) 及式
( 29) ～ 式 ( 31 ) 计算得到的等效耦合刚度 kco1、kco2和

kco3替换 k1、k2和 k3代入公式( 21) 和式( 22) ，进行一次
迭代，得到的滑块理论位移 s 与仿真位移 s'及对比如
表 6 所示．
由表 6 数据可以看出，将等效耦合刚度公式运用

到平面折展滑块机构中后，误差在3%范围内，能满足

表 6 考虑等效耦合刚度后 LEMs滑块机构滑块位移理论值与仿真

值的比较

Table 6 Comparison between theoretical and simulated displacement of

the slider mechanism considering equivalent coupling stiffness

转矩，M / ( N·mm) 理论位移，s /mm 仿真位移，s' /mm 误差 /%

100 0. 128 0. 1376 2. 07

200 0. 512 0. 5508 1. 93

300 1. 154 1. 2417 1. 94

400 2. 057 2. 2132 1. 98

500 3. 230 3. 4702 2. 22

800 8. 372 9. 0274 2. 15

1000 13. 27 14. 340 2. 16

机构运动的精度要求． 通过与表 5 滑块位移数据对
比，误差由 10%左右降低到 2%左右，说明利用等效耦
合刚度公式分析机构运动，滑块位移理论值与仿真值

更加接近． 同时，由表 5 与表 6 数据可以看出滑块的
理论位移 s总是较仿真位移 s'小，主要原因是平面折
展滑块机构在实现其功能过程中杆件也会发生很小的

变形，最终会反映到滑块位移上，导致滑块仿真位移 s'
要大于理论位移 s．

3 结论

( 1) 通过弯扭与拉压耦合载荷对 LET 铰链变形
特性影响的研究，提出弯扭与拉压等效耦合刚度的概

念，通过大量仿真数据得出一定条件下弯扭与拉压等

效耦合刚度的经验公式，通过引入 a 和 b 表示拉力 F
与等效耦合刚度 kco之间的影响关系．
( 2) 定义了 LET 铰链结构特征参数 ξ，通过分析

得到 LET铰链不同结构特征参数 ξ下等效耦合刚度公
式中参数 a和 b的经验值． 对随机选取的四组数据进
行有限元仿真分析，通过理论数据与仿真数据的对比

验证了不同特征参数 ξ 下等效耦合刚度公式的适用
性，为进一步研究柔性铰链的等效耦合刚度提供参考．
( 3) 将等效耦合刚度经验公式应用于 LEMs 滑块

机构的分析，对应用等效耦合刚度公式与不应用等效

耦合刚度公式两种情况下的有限元仿真进行对比分
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析，发现应用等效耦合刚度公式后滑块位移理论值与

仿真值更加接近，进一步验证了等效耦合刚度的适

用性．
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