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摘    要    在实际系统的工作过程中，时滞现象普遍存在，如控制信号的采集与传输、控制器的构建与实施、事件的决策与处

理等.  考虑并有效处理时滞特性的影响有助于提升系统的性能.  基于连续反演算法的时滞补偿控制策略是一种有效的控制

方法且取得很多研究成果.  该时滞补偿控制的主要思路是将具有时滞特性的常微分方程或偏微分方程变换为不具有时滞特

性的常微分方程−偏微分方程/常微分方程−偏微分方程 (ODE−PDE/PDE−PDE)级联系统.  进一步地，基于变换的级联系统，结

合连续反演算法提出相应的控制策略.  该方法具有系统的稳定性证明简单，鲁棒性强，易于求取闭环系统精确解等优点.  详

细论述了连续反演算法的基本原理，并针对基于连续反演算法的时滞补偿控制算法在处理输入、输出、状态等类型时滞特性

的最新研究进展做简单的阐述和总结.  最后，开放式地论述了时滞系统的未来研究方向.

关键词    时滞系统；输入时滞；输出时滞；连续反演算法；分布参数系统
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ABSTRACT    In practical control systems, time delays inevitably occur when sensors need to measure and require the system’s data for

decision making as well as when microcontrollers (or other devices) compute and implement control signal processes. The time-delay

phenomenon is common in network systems because information (e.g., plant output and control input) is exchanged via a network among

control system components and communication delays inevitably arise. Time delays usually affect the dynamic performance of a system,

such  as  the  response  time  and  operation  accuracy  of  the  system,  and  may  even  lead  to  system instability.  Therefore,  considering  the

effects of time delays and effectively compensating for them will improve the performance of a system. Recently, considerable attention

has been paid to the study of time-delay problems based on a continuum backstepping control algorithm for its superiority on stability

analysis. The design process mainly comprises three steps. First, the original system is transformed into an ordinary differential equation

(ODE)–partial differential equation (PDE) or PDE–PDE cascaded system wherein a first-order hyperbolic transport-PDE is introduced to

describe  the  time-delay  phenomenon.  Thereafter,  the  cascaded  system  is  turned  into  a  stable  system  using  a  Volterra  transformation.

Finally, a corresponding time-delay compensated control law is developed based on the proposed Volterra transformation. The algorithm 
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based on the continuum backstepping control algorithm is robust, has an inverse optimal control, and exhibits great potential for explicit

exact  control  laws.  Moreover,  the  stability  analysis  and  exact  solutions  of  closed-loop  systems  are  obtained  easily.  This  survey

summarizes the basic principle and design procedure of the time-delay compensation method and control law based on the continuum

backstepping control algorithm. Further, the recent works of the time-delay compensation control based on this algorithm are introduced

for time-delay systems covering the aspects of input, output, and state. Finally, the future works of the time-delay compensation control

based on the continuum backstepping control algorithm are discussed.

KEY  WORDS    time-delay  systems； input  time  delay； output  time  delay； continuum  backstepping  control； distributed  parameter

systems

 

时滞系统，通常称之为具有后效应或停滞时

间的系统 [1].  相别于一般系统，时滞系统的一个本

质特征是它的未来发展取决于系统的当前状态和

过去状态.  时滞特性不可避免地存在于许多实际

工程中 [2]，例如：电力系统 [3]、网络传输系统 [4]、航

天飞行器[5]、化学反应过程[6−7].  时滞特性产生的主

要原因是在系统信息获取、传输以及控制决策、

执行等过程所需耗费必要的时间.  以常见的反馈

控制系统为例，部件的物理结构限制或采集信号

和控制信号的长距离传输等因素会导致传感器到

控制终端和控制终端到执行器等通道上存在时滞

现象.  而在网络控制系统中，在系统输出、控制输

入等信息在系统组件 (传感器节点，控制器节点，

执行器节点等)间的交换过程中，通信网络媒介的

引入会不可避免地产生滞后现象，导致系统具有

时滞特性.  时滞现象的存在通常会影响系统的动

态性能，如系统的响应时间和操作精度，甚至会导

致系统的不稳定.   Datko等指出任意小的时滞都能

导致一维双曲型偏微分方程 (Partial  differential
equations, PDEs)不稳定[8−9].  因此，时滞系统的研究

具有重要的理论意义和实际应用价值，是数学、控

制等领域的热点研究问题之一.  针对时滞系统的

研究由来已久，并取得了丰硕的研究成果 [10−14]，其

中，在无穷维系统中也具有广泛且深入的研究，如

波方程[15] 和薛定谔方程[16].
目前，常见的时滞补偿控制方法主要有：Smith

预估控制 [17−18] 和有限谱配置法 (Finite  spectrum
assignment, FSA)  [19−21] 等 .   Smith预估控制通过引

入 Smith预估器，将时滞部分有效地转移到了闭环

控制之外，即消除了闭环传递函数的特征方程中

存在的时滞特性，处理后的系统可按常规的控制

器设计方法来设计，该方法的优点在于将含有时

滞特性的设计问题转化为不含时滞特性的设计问

题，使问题得到简化.  然而，该种方法严重依赖准

确的数学模型，一旦模型和对象不匹配，Smith 预
估器就无法得到理想的性能，甚至可能导致系统

u(x, t)

的不稳定.  另外，Smith 预估器对时滞参数非常敏

感.  那么，Smith预估器只适用于非滞后部分稳定

的输入时滞系统，对非滞后部分不稳定的情形却

无能为力.  有限频谱配置法首先预估出一个超前

的状态（超前量恰好等于输入滞后的时长），然后

将得到的超前状态用于反馈，以便补偿输入滞后

的影响，从而保证闭环系统是有限维的，这个维数

恰好就是原系统的维数，并在此前提下实现全部

特征值的任意配置.  该方法存在一个显著的不足：

在闭环系统的稳定性分析中，合适的 Lyapunov−
Krasovskii函数的选取存在很大的难度，因为整个

闭环系统包括有限维的系统状态和无限维的执行

器状态 .  为了克服这一不足，Krstic和 Smyshlyaev
研究了具有单输入时滞特性的有限维系统，创新

性地引入分布式状态向量 来描述执行器的状

态，采用一阶双曲型 PDEs表示系统中的时滞特

性，将具有时滞特性的原系统映射为不具输入时

滞特性的 ODE−PDE级联系统，并引进连续反演算

法降低 Lyapunov−Krasovskii函数构造的难度[22].
本文尝试对基于连续反演算法的时滞补偿控

制思路进行简洁的阐述，并针对其近年来的研究

成果展开详细的介绍及分析，探讨时滞补偿控制

的未来发展方向.

R R+

Rn n

Ra×b a×b a b

L2[0,∞) fe : R+→ Rn

∥ fe∥L2
=
[
∫ ∞0 | fe(θ)|2dθ

] 1
2 H1(a,b)

fe fe : [a,b]→ Rn

f ′e ∈ L2(a,b) H2(a,b) fe

fe : [a,b]→ Rn f ′e , f
′′
e ∈ L2(a,b)

(•)x = ∂(•)/∂x, (•)t = ∂(•)/∂t

符号说明： 表示为实数集； 表示为非负实

数集； 表示为欧几里得空间，其中，为 正常数；

为 维实矩阵空间，其中， 和 为正整数；

表示为函数空间 ，其范数定义

为 ； 为绝对连续函数

所构成的索伯列夫空间，函数 且

； 为绝对连续函数 所构成的索

伯列夫空间，函数 且 ；

. 

1    时滞系统分类

目前，根据时滞特性在系统中出现的不同位
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置，时滞系统主要可分为输入时滞系统、输出时滞

系统、状态时滞系统等 .  下面将简要介绍这三类

时滞系统.
输入时滞系统

具有输入时滞特性的有限维系统通常如式（1）
所示[23]

dX(t)
dt
= AX(t)+BU(t−φ),X(0) = X0 （1）

X ∈ Ra

A ∈ Ra×a B ∈ Ra×b

a b φ

φ = D D
φ = d(t) d(t)

U(θ) = h(θ), θ ∈ (−φ,0) h

其中， 表示系统的状态向量， t 表示时间变

量， 为系统矩阵， 为系统的控制矩

阵， 和 为正常数 .   表示系统时滞的大小，若

， 为大于 0的常数，系统为具有定常离散输

入时滞特性的时滞系统.  若 ， 为大于 0的

函数，系统则为具有时变离散输入时滞特性的时

滞系统.  U为控制矢量.   ， 为

历史函数向量，X0 是有限维系统的初始状态.
而具有输入时滞特性的无限维系统通常如式

(2)所示

dXin(t)
dt

= AinXin(t)+BinUin(t−φ),Xin(0) = Xin0 （2）

Xin Uin

Ain Hs

Bin Hu

Hs Hu Xin0

其中， 表示系统的状态向量， 为无限维系统

的控制矢量.   为定义在状态空间 上的系统算

子， 为定义在控制空间 上的控制算子，系统状

态空间 和控制空间 均为希尔伯特空间 .  
是无限维系统的初始状态.  无限维系统的表示方

式可以直接从有限维系统类比得到，故下文不再

特别地阐述无限维系统的表示方式.
当系统为多个输入系统时，相应的多输入定

常时滞系统如式（3）所示[24]：

dX(t)
dt
= AX(t)+

m∑
i=1

BiUi(t−Di),X(0) = X0 （3）

Bi ∈ Ra×b

Ui

Di > 0, i = 1, · · · ,m

其中， 为每个输入通道中系统的控制矩阵，

每个输入通道 都具有相应的定常时滞大小

，m 为正整数 .  特别地，针对带分

布式输入定常时滞的时滞系统可表示式（4）[25]

dX(t)
dt
= AX(t)+ ∫ D0 Bdis(δ)Udis(t−δ)dδ,X(0) = X0（4）

δ [0,D]

Bdis : [0,D]→ Ra×b Udis

其中， 是分布式时滞变量，它的取值范围是 ;
为分段连续函数矩阵； 为分布

式控制矢量.

u(x, t)

以具有定常输入时滞特征的有限维系统为

例，为处理系统中的输入时滞特性，通过引入分布

式状态向量 描述系统的输入时滞特性，得到

不具有输入时滞特性的 ODE−PDE级联系统，其一

般形式如式 (5)所示：


dX(t)
dt
= AX(t)+F(t)

ut(x, t) = ux(x, t)
u(D, t) = U(t)

（5）

ux(x, t) = ∂u(x, t)/∂x,ut(x, t) = ∂u(x, t)/∂t F(t)其中， ;  为

不同输入时滞所求得的对应函数向量.
输出时滞系统

具有定常输出时滞的有限维系统一般可表示

为式 (6)[26]
dX(t)

dt
= AX(t)+BU(t),X(0) = X0

Y(t) = CX(t−D)
（6）

Y C其中， 为输出矢量， 为输出矩阵.
相应地，具有定常输出时滞的无限维系统可

以表示为
dXin(t)

dt
= AinXin(t)+BinUin(t),Xin(0) = Xin0

Yin(t) =CinXin(t−D)
（7）

Yin Cin Hy其中， 和 分别为定义在观测空间 的函数向

量和观测算子.

u(x, t)

以具有定常输出时滞特征的有限维系统为

例，采用与第 1.1节相同的方法，通过引入分布式

状态向量 描述系统的输出时滞特性，得到不

具有输出时滞特性的 ODE−PDE级联系统如式

(8)所示： 
dX(t)
dt
= AX(t)

ut(x, t) = ux(x, t)
u(D, t) = CX(t)
u(0, t) = Y(t)

（8）

状态时滞系统

具有定常状态时滞特性的有限维系统一般可

用式 (9)表示[27]

dX(t)
dt
= A1X(t)+ A2X(t−D)+BU(t),X(0) = X0（9）

A1 A2其中， 和 为不同的系统矩阵.
相应地，具有定常状态时滞特性的无限维系

统一般可以用式 (10)表示

dXin(t)
dt
=Ain1Xin(t)+Ain2Xin(t−D)+BinUin(t),Xin(0)=Xin0

（10）

Ain1 Ain2 Hs其中， 和 定义在状态空间 的系统算子.
通常情况下，状态时滞系统仅部分状态量存

在时滞现象.  特别地，针对具有部分状态时滞特性

的系统，可直接在原系统上应用连续反演算法，而

不需要采用双曲型 PDE描述系统中的状态时滞

特性. 
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2    基于连续反演算法的时滞补偿控制方法
概述

在文献 [28]中，Smyshlyaev和 Krstic提出了面

向 PDEs的反演法 .  该方法是针对 PDE系统构造

边界控制器和观测器的特定工具[29−31]，在处理 ODE
系统和 PDE系统的时滞补偿特性时都具有它的独

特优势.  以有限维系统为例，基于连续反演算法的

时滞补偿控制方法的主要步骤如下：

步骤一

引入分布式状态向量描述时滞特性可获得

ODE−PDE级联系统，如系统 (5)和 (8).  针对 ODE−
PDE级联系统，通过增加或移除特定的附加项后

得到期望的稳定目标系统.  具有输入时滞或输出

时滞特性的目标系统表达式如式 (11)所示：
dX̃(t)
dt
= ÃX̃(t)+ B̃w(0, t)

wt(x, t) = wx(x, t)
w(D, t) = 0

（11）

X̃ w

Ã B̃
wx(x, t) = ∂w(x, t)/∂x,wt(x, t) = ∂w(x, t)/∂t

其中， 和 是目标系统的状态向量和分布式状态

向量； 和 分别是目标系统的系统矩阵和控制矩

阵， .
步骤二

构造合适的反演变换（即 Volterra映射），将原

系统映射为稳定的目标系统.  反演变换函数的一

般表达形式如式 (12)所示：

w(x, t) = u(x, t)−
w x

0
k(x,y)u(x,y)dy （12）

w(x, t) u(x, t)

k(x, t) u(x, t) w(x, t)

其中， 为目标系统的状态向量， 为原系

统的状态向量， 为将 变换为 的待解

核函数向量.  基于原系统和目标系统，并结合构造

的反演变换函数获得关于待解核函数的偏微分方

程组 .  进一步地，基于待解核函数的偏微分方程

组，采用变量代换方法和迭代求解积分方程方式，

求解得到待解核函数的具体表达式.
步骤三

构造反演变换的逆变换，基于目标函数的稳

定性证明原系统的稳定性.  反演变换的逆变换函

数的一般表达形式如式 (13)所示：

u(x, t) = w(x, t)−
w x

0
l(x,y)w(x,y)dy （13）

l(x, t) w(x, t) u(x, t)其中， 为将 变换为 的待解核函数向

量.  采用与步骤二同样的求解方法可得到核函数

向量的具体表达式.
步骤四

利用级联系统与目标系统的边界条件和反演

变换，得到相对应的时滞补偿控制律. 

3    面向输入时滞的基于反演法的时滞补偿
控制

由于系统控制决策的创建和执行通常需要一

定的处理时间和响应时间，时滞特性在实际系统

的输入部分非常常见.  近年来，基于连续反演算法

的时滞补偿控制方法在处理时滞系统的已知和未

知输入时滞特性过程中，取得了良好的时滞补偿

效果和控制效果[32−34]. 

3.1    面向时滞大小已知的时滞补偿控制

φ = d(t)

针对输入时滞已知的情况，Krstic与 Smyshlyaev
首次将连续反演算法应用于具有单输入时滞特性

的 ODE系统.  文中结合李雅普诺夫直接法提出了

具有指数稳定性的目标系统，通过构造合适的反

演变换函数和逆变换函数证明原闭环系统的稳定

性 [22].  基于上文的研究，Krstic进一步分析了系统

初始值对系统稳定性的影响 [35]，并提出了具有逆

最优特性的预测反馈控制律 [36].  不同于已有研究

结果 [23]，上文在控制设计中构造了一个低通滤波

器 ， 该 控 制 律 能 够 保 证 小 时 滞 非 匹 配 (Delay
mismatch)情况下系统的指数稳定性，提升了系统

的鲁棒性 .  特别地，针对具有时变输入时滞特性

的 ODE系统，即 ，所引入的一阶双曲型 PDE
方程也具有时变特性，其对应反演变换函数的核

函数也是时变的.  因此，证明闭环系统的稳定性时

也需要构造时变的李雅普诺夫函数[37].

Ui Di

Tsubakino等面向具有多输入时滞特性的 ODE
系统，针对每个输入 具有不同时滞大小 ，需对

应引入具有不同空间域的描述时滞特性的一阶双

曲型 PDE方程.  进一步，文中针对获得的ODE−PDE
级联系统构造了面向 PDEs的类反演变换函数

(Backstepping-like transformation)，并分析了系统的稳

定性[38].   Bekiaris-Liberis和Krstic针对具有多输入分

布式时滞的 ODE系统，引入了面向 PDEs的前馈−
反演变换 (Forwarding−backstepping transformation)，
将原系统变换为期望的稳定目标系统，并结合二

次型李雅普诺夫泛函证明了目标系统的指数稳定

性；通过求解变换过程中变换函数和逆变换函数

证明原系统的稳定性 [39].  在文献  [40−42]中 , 作者

进一步针对具有时变单输入时滞线性系统、定常

多输入时滞线性系统和定常单输入时滞非线性系

统研究了系统的逆最优特性.
Krstic针对具有输入时滞特性的反应−扩散

PDEs系统，利用变量代换将具有时滞特性的原
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PDEs 系统映射为不具有时滞特性的 PDE−PDE级

联系统.  文中结合反演法设计了时滞补偿反馈控

制，并给出了闭环系统精确的解析解 [43].   Gu和

Wang在文献 [43] 的基础上进一步考虑了输出跟

踪问题，利用连续反演算法，可以将 PDE−PDE 级
联系统映射为目标误差系统，该目标系统是以规

定的速率指数收敛，在映射过程中可以得到对应

的状态反馈控制器 [44].   Qi等将时滞补偿控制方法

进一步拓展到具有输入时滞特性域内分布式控制

器的反应−扩散 PDE系统[45].   Liu等指出，文献 [22]
所提出的时滞补偿控制不适用于无穷维系统，因

为当系统为无穷维时，算子 为无界算子[46].  即使

控制输入 属于控制空间 ，经过算子 的作

用，也可能不在状态空间 里.  针对该问题，Liu等

提出了一种新的可逆反演变换，利用伴随理论得

到所对应的时滞补偿控制律，使得具有输入时滞

的无限维系统稳定 .  此外，作者将历史函数向量

的约束条件从文献 [43]中的 扩

展到 .   Krstic研究了具有输入时滞

特性和抗阻尼效应弦系统的时滞补偿控制 [47].  不
同于反应−扩散 PDE 方程，弦系统的最高阶导数

为 2阶，描述系统时滞特性的分布式状态量

属于 空间.  针对弦 PDE系统的时滞补偿

控制设计则具有很大的挑战性.
上述文章中提出的控制策略都是边界控制，与

分布式控制比较具有一定的优势，如工程上较易

实现.  然而，针对时滞分布参数系统，由于边界控

制器的设计需要系统过去时刻的状态量，属于无

穷维控制器，在实际系统中实现具有一定的难度. 

3.2    面向时滞大小未知的时滞补偿控制

上述文献中针对系统中时滞失配的问题，提

出了具有逆最优特性的时滞补偿控制方法，然而

仅考虑了系统中小时滞失配的情况.  在很多实际

系统中时滞特性的精确值是难以获得的，针对未

知时滞大小系统的时滞补偿控制是亟需解决的问

题.  近年来，将连续反演法与自适应相结合，在不

确定时滞系统的未知时滞补偿控制方面取得了较

为丰硕的研究成果[48−51].

w(x, t) =

U(t+D(x−1))

D

Krstic和 Bresch-Pietri针对具有未知输入时滞

的不稳定 ODE系统，首次提出了基于全状态反馈

的自适应时滞补偿控制方法 [52].  不同于处理时滞

大小已知的情况，该论文结合转换函数

将原系统转换为 ODE−PDE级联系

统.  该转变函数有利于获得与定常时滞大小 相关

的线性 PDE方程，具体的表达形式如式 (14)所示：


wt(x, t) = Dwx(x, t)
w(0, t) = U(t−D)
w(D, t) = U(t)

（14）

D̂线性化的最大优点在于易于获得估测值 ，从

而便于后续自适应控制设计.  具体地，该文所提出

自适应控制律如式 (15)所示：

U(t) = KeAD̂(t)X(t)+KD
w 1

0
eAD̂(t)(1−y)Bu(y, t)dy（15）

K
A+BK

X(t)

w(x, t) w(x, t)

D
w(x, t) = U(t+D(x−1)) w(x, t)

D w(x, t) = U(t+ D̂(x−1))

其中， 是具有相应维数的正定矩阵.  该正定矩阵

需保证 为赫维茨 (Hurwitz)矩阵.  进一步地，

采用李雅普诺夫直接法证明了该闭环系统的全局

指数稳定性.  在该论文中，假定系统状态 和执

行器分布式状态向量 均可测量，但是 的

测量存在很大的困难，在 未知的情况下，无法通

过变换 得到 .  针对未知

时滞大小的时滞系统，Bresch-Pietri和 Krstic引入

了 的估计量，即 来解决该系

统的稳定性问题.  然而，该控制方法仅能保证闭环

系统的局部稳定性，而非全局稳定性 [53].   Zhu等结

合自适应反演输出反馈控制和边界控制方法来解

决了具有未知输入时滞，未知系统参数以及部分

状态未知的不确定单输入单输出线性 ODE系统

的精确轨迹跟踪问题[54].  在该文献中，通过引入自

适应增益调节自适应更新率解决参数估计误差的

问题，从而保证级联系统的稳定.  然而，上述方法

难以处理不可测的 ODE 动力学部分以及未知的

控制系数.  此外，该方法也仅能处理相对度等于其

原系统维度的线性系统的全局稳定性.
wi(x, t)

m

0 < D1 ⩽ D1 ⩽ D1 ⩽ D2 ⩽ ... ⩽ Dm ⩽ Dm

Di Di i Di

Di > Di−1 D̂i

Di

Zhu等同样地引入 的估计量将自适应时滞

控制方法拓展到了多输入系统，然而也仅能保证

该系统的局部稳定性.  该论文在理论证明过程中，

严格地限定了每个输入通道的时滞大小：假设有

个输入通道，即 ，

其中， 和 表示第 个输入通道时滞大小 的下

上界 [55].  此外，该论文提出了一种转换机制，使得

系统在 的情况下，仍能保证 收敛于真实

的 .

Bd

不同于处理离散输入时滞特性，处理分布式

输入时滞特性的难点在于：分布式控制矩阵 可

能包含未知函数或未知参数.  为解决输入时滞特

性和分布式控制矩阵的不确定性，文献 [56]结合

基于参数减少的参数变换 (Reduction-based change
of variable)和前馈反演变换方法求得对应的目标

系统，控制率和更新率，以及针对该系统提出相应

的自适应控制. 
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4    面向输出时滞的基于反演法的时滞补偿
控制

输出时滞是输入、输出、状态三类时滞特性中

较为容易处理的一种时滞特性.  处理该时滞的总

体思路是通过构造合适的观测器获得当前时刻系

统状态的近似值，以证明误差系统是收敛的 .
Krstic和 Smyshlyaev面向具有定常输出时滞特性

的 ODE系统，通过参数变换求得 ODE−PDE 级联

系统，并提出了一种新型观测器来估计原系统的

未知状态量[22]，如式 (16)所示：
X̂(t) = AX̂(t)+ eADL(Y(t)− û(0, t))
ût(x, t) = ûx(x, t)+CeADL(Y(t)− û(0, t))
û(D, t) = CX(t)

（16）

L其中， 为观测器的控制增益.
结合实际系统和观测器所得的误差系统，进

一步利用反演变换方法将误差系统映射为预设的

稳定目标系统，从而分析构造观测器对实际系统

的精确跟踪性能.  与传统的仅估计系统状态的输

出时滞补偿观测器 [57−58] 相比，该文所设计的观测

器是一个全状态观测器，不仅估计系统状态，还估计

传感器状态.   Sanz等将该观测器的设计思路拓展到

具有输出时变时滞特性的线性时变系统的时滞补

偿控制研究中[59].   Wang等面向具有时变输出时滞

特性的矿用电缆升降机系统，设计了一个全状态观

测器，并结合连续反演算法获取了 PDE−ODE−PDE
级联系统[60].  特别地，该论文采用两次反演变换所

得到的描述目标系统特性的 PDEs均为一阶双曲

型类型，并保证了时滞状态 PDEs和 ODE之间的

相互耦合关系转变为级联关系 .  文献 [61]研究了

具有定常输出时滞 ODE−PDE−ODE双曲型系统，

利用末端 ODE系统具有时滞的输出状态构造一

个全状态观测器，进一步利用频域分析法和连续

反演算法设计基于观测器的输出反馈控制策略 .
在该控制策略下，系统指数收敛 .   Pinto等结合连

续反演算法与滑模控制，解决了具有时变输出时

滞特性和未知外界扰动的线性时滞系统的稳定性

问题[62].
然而，文献 [22]和 [59]所设计的观测器存在

一个明显的缺点：无法处理充分大的输出时滞特

性.  为了有效解决输出时滞系统中的大时滞问题，

文献 [63−64]提出了一种新的观测器，即链式观测

器 .  链式观测器的总体思路为：设定大输出延时

为 D 秒，则链式观测器构造了 m 个子观测器，其

中，每个子观测器包含一个预测器来预测总大输

出延时中 D/m 秒内系统的状态量.   Ahmed-Ali等结

合链式观测器与类反演变换方法提出了基于 PDEs
的新型观测器，有效解决了具有任意大输出时滞非

线性定常系统的状态估计问题和稳定性问题[65]. 

5    面向状态时滞系统的基于反演法的时滞
补偿控制

Hashimoto等首次将连续反演算法应用于具有

部分状态时滞特性的反应−扩散方程中[28].  不同于

处理输入、输出时滞特性，处理部分状态时滞特

性，不需要采用一阶双曲型 PDE方程来描述状态

时滞特性，而是直接采用 Volterra 映射将原系统变

换为期望的目标系统.  进一步地，该论文采用了半群

理论和 Lyapunov−Razumikhin来分析目标系统的

稳定性 .   Kang和 Fridman采用连续反演算法来处

理具有部分状态时滞特性的带 Neumann−Dirichlet
边界条件的反应−扩散方程[66].  该论文还同时考虑

了输入饱和特性，并利用Halanay不等式和 Lyapunov
直接法来证明了闭环系统的指数稳定性，给出了

原系统吸引域的精确界值，进一步给出了保证目

标系统稳定的 LMI（Linear matrix inequality, 线性矩

阵不等式）条件，该条件是与时滞大小相关的.   Kang
和 Fridman面向具有状态时滞特性的线性 [67] 和非

线性 [68] 薛定谔方程，采用连续反演算法提出了相

应的边界约束时滞补偿控制律. 

6    未来发展趋势

总体而言，基于连续反演算法的时滞补偿控

制方法证明简单，易于获得闭环系统精确解等.  然
而，相关的研究主要集中在 ODE系统，PDE系统

的相关研究还是很少，特别是时滞大小未知的研

究，如表 1所示.  连续反演算法的时滞补偿控制方

法仍然存有很多问题有待进一步的研究：

(1) 目前，针对时滞特性的研究主要集中于解

决某种单一的输入时滞、输出时滞以及状态时滞

特性.  然而针对两种或三种时滞耦合的研究很少.
因此，针对多种时滞特性同时存在的时滞补偿控

制设计也有待进一步研究.  多种非线性特性同时

存在的相关研究[69] 能够给该方面的研究提供一点

启示.
(2) 基于反演法的自适应时滞补偿控制研究主

要集中在 ODE系统，然而针对 PDE 系统的自适应

时滞补偿控制仍处于空白阶段.  基于连续反演法

针对时滞大小未知的 PDE时滞系统的自适应时滞

补偿控制研究是未来发展的重要方向之一 .   ODE
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系统自适应时滞补偿控制 [52] 和传统的 PDE系统

的自适应控制 [70] 均可为 PDE时滞系统的自适应

时滞补偿控制研究提供策略借鉴.
(3) 基于反演法的时滞补偿控制的研究对象局

限于抛物线型的反应−扩散方程，然而针对其他类

型分布参数系统的相关研究几乎没有.  主要是因

为，以抛物线型的反应−扩散方程为代表的抛物线

型方程的时间偏导数为一阶，该类型方程的大部

分特征根都位于实轴，而波方程等双曲线型方程

的时间偏导数则是二阶，它们的大部分特征根都

位于虚轴，导致可逆变换的设计难度增加.  将基于

反演法的时滞补偿控制拓展于双曲线型分布参数

系统的时滞补偿控制研究也是未来发展的重要方

向之一.  通过变量代换，可以将二阶的方程变换为

两个级联的一阶方程 [71]，这为双曲线型方程的研

究提供了一个思路. 

7    结束语

本文基于连续反演算法的时滞补偿控制方法

的基本原理进行概述，并从输入、输出和状态三类

时滞特性的时滞补偿控制的最新进展进行了简单

的阐述和评价.  虽然基于连续反演算法的时滞补

偿控制研究取得了一系列丰硕的成果，但是存在

时滞类型单一，研究对象局限于基本的数学方程

等问题，缺乏对仿生扑翼飞行器 [72−74]、多旋翼机 [75]

和加油机软管 [76] 等实际系统的时滞补偿控制研

究，如何设计有效的基于连续反演算法的时滞补

偿控制方法，降低实际分布参数系统的时滞特性

的影响是未来的研究方向.
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