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摘 要 针对客户订单的重量需求为固定值、客户订单分配过程中有最小重量限制的板坯设计问题，建立了以最小化板坯数

量为目标的约束满足模型． 通过三划分问题的多项式归结，证明了该问题是强 NP 难的; 针对问题的特殊性质，给出了变量选

择策略和值选择策略; 提出了基于约束满足技术的求解算法，并证明了算法的收敛性; 通过数据实验对算法的有效性进行了
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ABSTRACT A constraint satisfaction model whose objective is to minimize the slab number was built for slab production in consider-
ation of the slab designing problem with a fixed demand of order weight and a minimum limitation of order weight assigned in one slab．
The problem was proved to be NP-hard by reducing a known NP-hard three-partition problem to the discussed problem in polynomial
time． Concerning with special characteristics of the problem，variable selection strategies and value selection strategies were presented．
A constraint-satisfaction-based algorithm was proposed and it was proved to be convergent． The effectiveness of the proposed algorithm
was verified with simulation experiments．
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在钢铁企业的热轧板生产中，铁水通过炼钢设

备转化为钢水，钢水通过连铸机转换为板坯，板坯通

过热轧机组转换为热轧板，热轧板既可作为产品出

售，也可作为冷轧的原料被进一步加工． 从生产组

织的角度来看，炼钢环节以炉次为单位、连铸环节以

浇次为单位、热轧环节以轧制单元为单位进行计划

与调度管理． 在生产计划的制定过程中，通常是先

通过板坯设计将客户订单分配到板坯中，建立客户

订单与板坯的关系，然后由板坯组成炉次，由炉次组

成浇次，最后通过板坯的对应关系协调浇次与轧制

单元的衔接． 可见，板坯设计是整个生产组织过程

中的先行环节，是将客户订单与生产过程连接起来

的关键所在． 板坯设计问题就是针对给定的客户订

单需求，在满足工艺限制的前提下设计出生产成本

最低的板坯集合
［1］．

板坯设计是钢铁企业生产计划管理中的关键环
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节，因其具有重要的应用价值而受到研究者的关注．
目前，该领域的研究文献主要集中在以下几个方面．

( 1) 针对客户订单的规格需求为固定值的情

况，Frisch 等
［2］

分析整理了问题的背景、特点和约束

条件; Hnich 等
［3］

建立了问题的整数规划模型和约

束规划模型; Gargani 等
［4］

基于逻辑和全局约束，设

计了将特殊的变量和值选择策略嵌入到大规模领域

搜索中的求解算法; Van Hentenryck 等
［5］

对文献［4］
中的方法进行了改进和拓展．

( 2) 针对客户订单的规格需求为区间值的情

况，Dawande 等
［6］

针对重量的需求为区间值的问题，

提出了启发式算法; 席阳等
［1］

在板坯大小可以任意

切割的前提下，针对客户订单对板坯宽度和重量的

需求都为区间值的问题，提出了以最小化板坯数量

和盈余重量为目标的多项式时间最优算法．
( 3) 针 对 连 铸 机 生 产 能 力 为 瓶 颈 的 情 况，

Denton等
［7］

研究了以最小化板坯规格数量为目标的

板坯设计问题; Vonderembse 等
［8］

与 Dash 等
［9］

分别

研究了连铸机只生产两到三种规格的母板坯，在轧

制阶段再将母板坯分割成订单所需规格产品的母板

坯设计问题．
近年来，随着市场客户的定制化要求越来越高，

钢铁企业中高附加价值产品所占的比重越来越大，

为了满足对交货产品单位重量约束、热轧后续的酸

洗镀锌和冷轧等工艺约束要求，在将订单分配到板

坯的过程中，常常会有最小重量限制． 这些限制破

坏了把订单分配到板坯的过程中重量赋值的连续

性，改变了问题的复杂性，从而产生了一类新的问

题． 其中，客户订单的重量和规格需求都为固定值，

板坯的规格相同，具有最小分配重量限制的板坯设

计问题是最为基础的问题． 本文以该问题为对象，

建立其约束满足模型，分析问题的复杂性，提出基于

问题特殊性质的求解策略和算法，旨在为板坯设计

研究提供问题复杂性分析基础和有效的求解框架．

1 问题分析和约束满足模型

1. 1 问题描述

钢铁企业的热轧板生产包括炼钢、连铸和热轧

三个主要工艺环节，在其生产组织过程中，板坯是衔

接这些环节的物流单元，也是将客户需求和工艺要

求统一起来的关键所在． 在面向订单的生产模式

中，一块板坯中可以包括多个订单，一个订单也可以

被分配到多块板坯中加工生产． 通常板坯设计的目

标是用尽可能少的板坯数给定的客户订单，从而达

到客户需求余材的最小化，同时也有利于生产计划

与调度的优化管理．
本文考虑的板坯设计问题来自于某国有大型钢

铁企业生产管理的实际需求，其前提条件如下:

( 1) 因连铸机结晶器的限制，板坯的宽度为一

定范围内的确定值;

( 2) 为了降低生产组织的复杂性，板坯为定尺

规格，即所有板坯的重量相同;

( 3) 客户订单要求的产品规格与板坯规格间的

对应已经确定，能够被分配到同块板坯的订单必有

相同的板坯宽度需求，在这种情况下可以将板坯设

计问题分解为多个板坯宽度相同的相互独立的子

问题;

( 4) 板坯和订单之间可以是多对多的关系，即

一个订单可以被分配到多块板坯，一块板坯也可以

包含多个订单的分配重量;

( 5) 订单在板坯中有最小分配重量限制;

( 6) 经过前期的预处理，能够保证给定的问题

有可行解．
上述板坯设计问题可以抽象为订单的重量为固

定值，板坯的规格( 宽度、重量) 相同，订单有最小分

配重量限制，以最小化板坯数量为目标的组合优化

问题． 此问题可由一个三元组 P =〈V，D，C〉所表示

的约束满足问题
［10］

来描述． V 为变量集，V = { V1，

V2，…，Vn } ; D 为定义域集，D = { D1，D2，…，Dn } ，其

中 Di 为 Vi 的值域; C 为约束关系集，C = { C1，C2，

…，Cm} ．
1. 2 符号定义

为了便于描述，模型中用到的符号定义如下．
1. 2. 1 集合和索引

i—订单序号;

j—板坯序号;

O—订单集合，O = { 1，2，…，i，…，n} ;

S—板坯集合，S = { 1，2，…，j，…，m} ．
1. 2. 2 参数

gi—订单 i 的重量;

δi—订单 i 的最小分配限制重量;

W—板坯的重量．
1. 2. 3 变量

xij—订单 i 分配到板坯 j 的重量;

yij—0 － 1 变量，值为 1 表示将订单 i 的重量分

配到板坯 j，值为 0 表示未将订单 i 的重量分配到板

坯 j．
1. 3 约束满足模型

基于上述符号，若将变量 xij、yij 和 m 映射为变

量集合 V; xij的值域［0，W］，yij 的值域{ 0，1} 和 m 的
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值域 Z +
映射为变量的值域 D; 问题的约束映射为约

束集合 C，板坯设计的可行解问题可以映射为约束

满足问题． 进一步设问题的目标表示为函数 F，则

可将板坯设计优化问题转化为约束满足优化问题

P =〈V，D，C，F〉，对应的模型如下:

［P］min m ( 1)

s． t． ∑
j

xij = gi，i ( 2)

∑
i

xij≤W ( 3)

δi≤xij≤W，if yij = 1，i，j ( 4)

xij = 0，if yij = 0，i，j ( 5)

yij∈{ 0，1} ，i，j ( 6)

上述约束满足模型中，目标函数 ( 1 ) 是最小化

板坯数量; 约束( 2 ) 表示某订单分配到所有板坯的

重量等于该订单的重量，约束( 3 ) 表示所有订单分

配到某板坯的重量受该板坯的重量限制，约束 ( 2 )

和约束( 3 ) 共同表示订单与板坯之间为多对多关

系; 约束( 4 ) 表示订单分配到板坯时受该订单的最

小分配重量限制; 约束( 5 ) 表示某订单不分配到某

板坯; 约束( 6) 表示变量 yij的取值范围．

2 问题的复杂性

在上述模型 P 中，当i∈I，δi = 0 时，板坯的

大小可以任意切割，即订单在板坯中没有最小分配

重量限制． 针对这种特殊情况，下面的定理 1 成立;

当i∈I，δi = 0 的条件不成立，即订单在板坯中

有最小分配重量限制时，下面的定理 2 成立．
定理 1 当i∈I，δi = 0 时，问题 P 有多项式

时 间 最 优 算 法，

(
其 最 优 解 的 目 标 函 数 值 为

∑
n

i = 1
g )i W ，其中「?为向上取整．

证明 当i∈I，δi = 0 时，首先订单重量 gi

除以板坯重量 W 的整数部分 W( gi /W) 恰好可生产

gi /W 块板坯; 然后将小数部分与其他订单的小数部

分进行组合与分解，安排到相应的板坯． 其求算法

的伪代码如下:

for( i = 1，j = 0，tot = 0; i ＜ = n; i + + )

{ pi = gi%W; tot + = pi ;

for( t = 1; t ＜ = gi /W; t + + )

{ j + + ; xij =W; } } / /end
if( tot ＞ 0)

{ j + + ;

for( i = 1，t = 1，sum =0; i ＜ = n; i + + )

{ sum + = pi ;

if( sum ＜ =W) { xij = pi ; tot － = pi ; pi =0; }

else{ sum － = pi ; xij =W － sum; pi － = xij ;
tot － = xij ; t = i; i － － ; sum =0;

if( tot ＞ 0) j + + ; } / /end if
} / /end for
} / /end if( tot ＞ 0)

上述算法的时间复杂度为 O( n·max{ gi /W} ) ，

解的板坯数 m = j (= ∑
n

i = 1
g )i W ，且最多只有一

块板坯有盈余，故该算法得到的解为最优． ［证毕］

定理 2 问题 P 是强 NP 难的．
证明 只需将已知是强 NP 难的三划分问题多

项式归结为问题 P，即可证明定理成立．
对三划分问题的任一实例: 给定正整数 c1，c2，

…，cn，…，c3n，B，记集合 A = { 1，2，…，3n} ，使得对

i∈A，有
B
4 ＜ ci ＜

B
2 且∑

3n

i = 1
ci = nB． 映射问题 P 的

一个判定实例: 每个订单的重量都不超过板坯的重

量，令 δi = gi = ci，i∈A; 板坯数为 n，板坯重量为

B． 判定存在集合 A 的一个划分 S1，S2，…，Sn，使得

对 1≤j≤n，∑
i∈Sj

ci = B 的充分必要条件是恰好在 n

个重量为 B 的板坯中可以装入这 3n 个订单．
充分性: 当三划分有解时，存在集合 A 的一个

划分 S1，S2，…，Sj，…，Sn，1≤ j≤n，其中板坯 j 的订

单集合 Sj 满足∑
i∈Sj

ci = B． 此时问题 P 有最优解，板

坯数为 n．
必要 性: 当 问 题 P 有 最 优 解 时，由i∈ A，

 B
4 ＜ ci ＜

B
2 可得板坯数为 n 且每块板坯中包含三

个订单． 若令板坯 j 所包含的订单集合为 Sj，1≤j≤

n，可得∑
i∈Sj

ci = B． 所以有 n 个不相交的子集 S1，S2，

…，Sj，…，Sn 形成对集合 A 的一个三划分． 故定理 2
得证． ［证毕］

上述定理 2 表明本文考虑的板坯设计问题具有

强 NP 难的性质; 而定理 1 则表明将所有订单的重

量∑
n

i = 1
gi 看成是某个订单的重量，且订单没有最小

分 配 重 量 限 制 时，可 得 问 题 P

(
的 一 个 下 界

∑
n

i = 1
g )i W ．

3 求解方法

3. 1 算法框架及相关定义

由于板坯设计问题具有强 NP 难的性质，如何

设计有效的近似算法成为解决该问题的关键． 为
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此，本文提出每次选择一个订单--板坯对，并对其进

行订单重量分配的循环求解框架，进而在此框架下

开发求解算法．
［循环求解框架］

1. Initialize
2. While ( not terminate-condition) do
2. 1 select Oi and Sj

2. 2 if ( not exist Sj ) then add a new Sj for Oi

2. 3 assign the weight of Oi to Sj

2. 4 update variable
显然在上述求解框架中，算法的可行性和有效

性主要取决于在每次循环中: ( 1) 如何选取订单--板

坯对; ( 2) 对已选取的订单--板坯对，如何将订单重

量分配到板坯． 为了对这些问题做进一步的探讨，

给出以下相关定义．
定义 1 订单 i 的未分配重量 pi 是指该订单的

重量 gi 减去该订单已经分配到板坯中的重量后所

剩余量; 板坯 j 的盈余量 cj 是指其重量中没有订单

对应的部分．
定义 2 订单 i 能够被分配到板坯 j 是指满足

下面条件: 板坯 j 尚未包含订单 i( 记为 OiSj ) ，δi≤
min{ pi，cj} ，且若 cj ＜ pi 时必须有 2δi≤pi ; 此时称( i，
j) 为可分配订单--板坯对．

定义 3 订单 i 的自由度 |Ψi | 是指该订单能够

分配的板坯数，其中 Ψi 表示订单 i 能够被分配的板

坯集合．
定义 4 板坯 j 的自由度 |Φ j | 是指能够被分配

到该板坯的订单数，其中 Φ j 表示能够被分配到板坯

j 的订单集合．
3. 2 基于约束满足的求解策略

约束满足是求解大规模组合优化问题的一种有

效的智能近似方法，其用一个变量集、变量的值域和

限制变量取值的约束集描述组合优化问题
［11］． 约

束满足问题的求解是从变量的值域中寻找一组满足

约束的值赋给变量，主要求解技术包含一致性技术、
约束传播技术、变量选择和值选择搜索算法

［10］． 搜

索算法通过不断选择下一个待赋值变量并为该变量

选择一个值来逐步实现问题的求解，该过程称为变

量选择和值选择． 变量的选择顺序和值的选择顺序

直接决定求解效率和寻优性能，通常要根据问题的

特征构造变量选择和值选择启发式搜索算法; 变量

选择顺序一般遵循困难变量优先赋值的规则，值选

择顺序遵循将最有希望构成全局解的值优先赋给

变量．
本文利用约束满足技术中的变量选择和值选择

策略进行订单--板坯对的选择和订单重量分配． 基

于上述定义 1 ～ 定义 4，可以将基于约束满足技术的

可分配订单--板坯对的选择以及订单重量分配方法

的要点叙述如下．
3. 2. 1 最小自由度优先策略

作为针对 yij的变量选择方法: 参照困难变量优

先赋值的思想，并结合板坯设计问题的特点，提出下

述的最小自由度优先策略．
［最小自由度优先策略］

订单选择规则: 计算 Ψi ; 除去 |Ψi | = 0 的订单

外，选择 min { |Ψi | } 的 Oi* ; 当 |Ψi | = |Ψi' |时，选择

min { yij，yi'j' } 的 Oi* ; 当 yij = yi'j' 时，选择 min{ pi /δi，
pi' /δi' } 的 Oi* ．

板坯选择规则: 对 Oi* ，计算 Φ j，j∈Ψi* ; 除去

|Φ j | = 0的 板 坯 外，优 先 选 择 | Φ j | 小 的 Sj* ; 当

|Φ j | = |Φ j' |时，优先选择 min{ cj，cj' } 的 Sj* ．
通过上述最小自由度优先策略可确定优先赋值

的变量 yij，并得到一个可分配订单--板 坯 对 ( i* ，

j* ) ． 这种选择策略具有计算量小，可以避免构造不

可行的部分解的优点．
3. 2. 2 最大可行量分配策略

作为针对 xij的值选择方法: 按照最先成功原则

赋值，即给变量赋予使得尽可能多的约束成立的值．
参照最先成功原则并结合板坯设计问题的特点，提

出下述的最大可行量分配策略． 即，对已选取的可

分配订单--板坯对( i，j) ，按以下规则处理．
［最大可行量分配策略］

规则 1 若 pi≤cj，则 xij = pi ;

规则 2 若 pi ＞ cj 和 pi － cj≥δi，则 xij = cj ;
规则 3 若 pi ＞ cj 和 pi － cj ＜ δi，则 xij = pi － δi ．
最大可行量分配策略具有以下特点: 保证解的

可行性; 每个订单--板坯对之间最多只进行一次订

单重量分配; 将变量 xij的赋值的可行域由连续转变为

离散． 这些特点为开发高效的近似算法提供了基础．
3. 3 算法描述

在上述分析的基础上，设 O'为待分配订单集

合，S'为所需板坯集合，可将本文提出的采用约束满

足技 术 最 小 化 板 坯 数 ( constraint satisfaction for
minimizing slab quantity，CSMSQ) 算法描述如下．

［CSMSQ 算法］

Step 1 ( 初始化)

输入订单数据和相关参数; O' = O，S' =，m =
0，Φ j =，Ψi =，pi = gi 和 cj =W，i，j．

Step 2 ( 变量选择: 选取可分配订单--板坯对)
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按最小自由度优先策略从订单和板坯中选取可

分配订单--板坯对( i* ，j* ) ; 若不存在( i* ，j* ) ，则为

Oi* 新增一块板坯 Sj'，令 j* = j'．
Step 3 ( 值选择: 订单重量分配)

针对已选取的 ( i* ，j* ) ，按最大可行量分配策

略为 xi* j* 赋值; 并更新 O'、S'、m、pi* 和 cj* ．
Step 4 ( 终止条件)

重复 Step 2 到 Step 3，直到 O' =; 输出结果并

终止算法． ［算法结束］

上述 CSMSQ 算法是一个循环求解的过程，下面

的定理 3 表明这个循环求解过程一定是收敛的．
定理 3 CSMSQ 算法在有限步骤内收敛．
证明 对给定的订单集合 O，其总订单重量

∑
n

i = 1
gi 为固 定 值． 根 据 最 大 可 行 量 分 配 策 略，在

CSMSQ 算法的每一次循环中，订单的未分配总重量

∑
n

i = 1
pi 都以离散值{ pi，cj，pi － δi } 的形式单调递减．

因此，由 CSMSQ 算法的终止条件 O' =可知，其一

定在有限步骤内收敛． ［证毕］

4 数据实验

4. 1 参照算法

由于目前还未能找到针对客户订单的规格需求

为固定值，且订单有最小分配重量限制的板坯设计

问题的相关文献与算法，因此为了评价 CSMSQ 算

法，本文给出以下两个参照算法．
( 1) 问题 P 的下界算法( lower algorithm，LA) :

根据定理 1，将变量 xij的取值范围放宽，变为连续变

量，即不考虑订单的最小分配重量限制，则可求出问

题的下界． 当然，该算法所得结果只是一个下界，并

不一定是可行解．
( 2) 降序最佳适应( best fit deceasing，BFD) 算

法: 先对订单按 gi%W( % 为取余运算) 的值降序排

序，当该值相同时按 δi 降序排序; 再对每个板坯进

行标记，若已经有订单被分配到该板坯则标记为 1，

否则标记为 0; 接着对每个订单，检查所有标记为 1
的板坯，分配到最适合该订单的板坯中，如果没有该

板坯，则开启标记为 0 的板坯，并将该订单分配到新

开启的板坯，直到分配完所有订单． BFD 算法是针

对装箱问题行之有效的经典算法
［12］．

4. 2 实验结果与分析

为了评价本文提出的 CSMSQ 算法的有效性，根

据钢铁企业的实际生产情况，按如下方式生成实验

数据: 订 单 重 量 gi∈U［90，300］，单 位 为 t，其 中

U［a，b］表示在区间［a，b］上的均匀分布; 板坯的固

定重量 W = 28 t; 订单的最小分配重量为 10 t． 每一

组实验独立运行 30 次，记录板坯数量平均值和运行

时间平均值． 实验中采用 Microsoft Visual VC + +
6. 0 实 现 算 法． 实 验 环 境 为 Pentium4 /1 GHz /
512 MB /Windows XP Professional． 实验结果如表 1
所示．

表 1 实验结果

Table 1 Experimental results

订单数
LA CSMSQ BFD

CL CT /s CC PRDC /% CT /s CB PRDB /% CT /s

50 357 0. 013 00 360 0. 84 0. 011 43 372 4. 20 0. 044 58

75 531 0. 021 33 537 1. 13 0. 021 33 569 7. 16 0. 067 46

100 705 0. 032 80 714 1. 28 0. 034 36 753 6. 81 0. 068 04

125 879 0. 051 53 891 1. 37 0. 051 03 950 8. 08 0. 099 03

150 1 054 0. 070 83 1 069 1. 42 0. 070 83 1 159 9. 96 0. 079 50

175 1 230 0. 095 83 1 248 1. 46 0. 096 86 1 374 11. 71 0. 124 93

200 1 403 0. 124 46 1 424 1. 50 0. 122 36 1 572 12. 05 0. 140 12

注: CL、CC 和 CB 分别为算法 LA、CSMSQ 和 BFD 所得板坯数; PRDC = 100% × ( CC － CL ) /CL，PRDB = 100% × ( CB － CL ) /CL ． CT 是算法所

用计算时间，s．

从表 1 的实验结果中可以得到以下几点: ( 1 )

针对板坯设计问题特点开发的 CSMSQ 算法得到的

解，无论在板坯数上还是在相对稳定性上，都明显优

于 BFD 算法． 而且随着问题规模的增大，其优势更

加显著． ( 2) CSMSQ 算法得到的板坯数量与问题的

下界( LA 的结果) 的偏差很小，在上述实验中不超

过 1. 5% ． 这表明本文提出的关于变量选择的最小

自由度优先策略、关于值选择的最大可行量分配策

略有效地利用了问题的特点． ( 3) CSMSQ 算法具有

很高的计算效率 ( 在上述实验中，计算时间都小于
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1 s) ，即使是对 200 个订单分配到 1 403 个板坯的较

大规模的问题，计算时间仅为 0. 122 36 s，完全能够

满足生产实际的需要．

5 结论

在钢铁企业的生产过程中，板坯是衔接各个关

键工序的物流单元，也是将客户需求和工艺要求统

一起来的关键所在，合理的板坯设计对提高生产效

率起着重要的作用． 本文从钢铁企业生产管理的实

际需求出发，针对板坯的规格相同、客户订单分解过

程中有最小重量限制的板坯设计问题，建立了以最

小化板坯数量为目标的约束满足模型; 通过三划分

问题的多项式归结，证明了该问题是强 NP 难的． 进

而，结合问题的特殊性质提出了基于约束满足的求

解算法，并证明了该算法的收敛性． 数据实验表明

本文提出的算法具有很好的效果和能够满足实际应

用的计算效率．
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