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摘 要 针对已有的不完备信息系统粗糙集扩充模型没有考虑属性的权重的缺点，提出基于加权阈值容差关系的粗糙集扩

充模型． 该模型根据给出的不完备信息系统信息量计算权重，不需引入系统外知识，权重确定比较客观; 同时引入阈值来调整

加权阈值容差类判定的严格程度，兼顾了人的主观要求，并能预先排除因自身不满足阈值条件而不可能与任何其他对象划为

同一加权阈值容差类的对象，但不影响类的完整性． 实例对比分析表明，与其他模型相比，基于加权阈值容差关系的粗糙集扩

充模型符合不完备信息系统应用客观实际，具有更强的适应能力．
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ABSTRACT In order to overcome the shortage that attribute weights are not taken into consideration in the existing extensions of
rough sets under incomplete information systems，a new rough set model is proposed based on the weighted threshold tolerance relation．
The new model calculates the weights according to the information quantity of the incomplete information system without outside knowl-
edge，so the weights are objective． Moreover，the model introduces a threshold to adjust the strictness degree of the weighted threshold
tolerance class，which not only combines subjective requirements into consideration，but also excludes objects in advance that do not
reach the threshold and can not be in the same weighted threshold tolerance class with other objects． This exclusion will not influence
the completeness of the classes． Contrastive analysis of an example shows that the proposed extension of a rough set based on the weigh-
ted threshold tolerance relation accords with the fact of an incomplete information system and is more applicable compared with other
models．
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粗糙集［1］理论作为一种处理模糊和不确定性

知识的新型数学方法，在工业控制与管理［2］、决策

科学［3］、医学及生物科学［4］、模式识别［5］、航空航天

及军事管理［6］等领域有许多成功的应用． 它的基本

思想是通过关系数据库分类归纳形成概念和规则，

通过等价关系的分类以及分类对于目标的近似实现

知识发现［7］． 在实际数据挖掘应用中，面对的通常

是存在缺失数据的不完备信息系统． 由于经典的粗

糙集理论中的等价关系不能处理数据中的缺失信

息，一般需要采用数据补齐的方法将不完备信息系

统转化为完备信息系统或在不完备信息系统下放宽

等价关系来扩充粗糙集模型． 考虑到补齐数据不一

定能真实反映原系统的信息［8］，所以经常采用直接

扩充粗糙集模型的方法来处理不完备信息系统．
经典的不完备信息系统扩充模型容差关系［9］、

非对称相似关系［10--11］和量化容差关系［10--11］极大地
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拓展了粗糙集理论的应用范围． 容差关系认为未知

值与任何属性值都相等，可能导致实际没有相同属

性值的对象被误判在同一类中; 非对称相似关系因

其非对称性，可能使直观上就可以判断相象的对象

因不满足相似关系而被判在不同类中; 而量化容差

关系需要知道属性值的概率分布情况，应用有一定

的困难． 针对上述情况，限制容差关系［12］、联系度

容差关系［13］、改进相似关系［14］、限制非对称相似关

系［15］和 τ 限制容差关系［16］被相继提出，从不同角

度进一步改进和推广了不完备信息系统的粗糙集模

型． 但是，这些模型仍然存在着一些局限，并且在上

述所有不完备信息系统粗糙集扩充模型中都没有考

虑属性权重． 在实际问题中各属性的重要度往往不

同，不考虑属性权重是不符合实际情况的．
本文在详细分析限制容差关系、联系度容差关

系和 τ 限制容差关系优势与不足的基础上，提出了

基于加权阈值容差关系的粗糙集扩充模型． 该模型

发扬了上述模型的优点，并克服了这些模型的局限，

是对这些模型的进一步推广． 更重要的是加权阈值

容差关系在不需引入系统外知识的情况下考虑了不

完备信息系统的属性权重，更符合客观实际．

1 几种主要粗糙集扩充模型

1. 1 限制容差关系模型

在深入剖析经典模型容差关系、非对称相似关

系和量化容差关系的基础上，文献［12］提出的限制

容差关系成为后来不完备信息系统扩充模型研究的

重要基础之一．
对于一个不完备信息系统 S =〈U，A，V，f〉，U =

{ x1，x2，…，xn} 是论域，A 是属性集，V = ∪
a∈A

Va 是属

性值集，Va 是属性 a 的值域，“* ”表示属性值未知，

f 是信息函数，即对a∈A，x∈U，有 a ( x) ∈Va．
对 BA，记 PB ( x) = { b | b∈B∧b( x) ≠＊} ，则限制

容差关系［12］定义为

x，y∈U × U ( LB ( x，y) b∈B ( b( x) =
b( y) = * ) ∨( ( PB ( x) ∩PB ( y) ≠) ∧
b∈B ( ( b( x) ≠＊) ∧( b( y) ≠＊) →

( b( x) = b( y) ) ) ) ) ．
限制容差关系 LB ( x，y) 包括两种情形: ( 1) x 和

y 在属性子集 B 上全为“* ”; ( 2) x 和 y 在 B 上有同

不为“* ”的属性且在所有这样的属性上取值相同．
限制容差关系具有自反性和对称性，但不具有传递

性，在信息系统不包含全为“* ”的对象时正好介于

容差关系太宽松和非对称相似关系太严格两个极端

之间，优于经典模型． 限制容差关系的第一种情形

可能将全为“* ”而实际没有相同属性值的对象误

判在同一类中; 对第二种情形，两个对象只要有一个

属性取值明确相同而在其余属性上都有“* ”时就

被判定在同一类，条件仍然比较宽松，尤其在属性数

目很多时更为明显．
1. 2 联系度容差关系模型

在限制容差关系的基础上，联系度容差关系［13］

引入阈值 α1 和 α2 ( 0≤α2≤α1≤1) ． 将不为“* ”的

属性数目在 B 中所占比例小于阈值 α1 的对象排除，

针对剩余对象构成的新论域 U'根据下式将取值明

确相同属性比例不小于 α2 且无明确不相同属性值

的两个对象判定为同一类．
Pα2

B ( x) = { y∈U' | u( x，y) =
a + bi，a + b = 1，a≥α2 } ．

其中，a 和 b 分别为 x 和 y 在属性子集 B 上取值明

确相同属性比例和取值不明确属性比例．
联系度容差关系通过引入阈值结合人的主观要

求调整类判定的严格程度，改善了限制容差关系条

件仍然比较宽松的情况而保持了自反性和对称性，

但在联系度容差关系中由于阈值 α1 的限制，不为

“* ”的属性数目在 B 中所占比例在［α2，α1 ) 区间的

对象在被预先排除之列，从而可能使满足阈值 α2 要

求的联系度容差类不完整．
1. 3 τ 限制容差关系模型

τ 限制容差关系 ILR ( B，τ) ［16］引入阈值τ( 0≤
τ≤1) 来调整类判定的严格程度，两个对象被判定

为同属一类具体分为两种情形: ( 1 ) B 中所有属性

值都对应一致，即取值明确相同或同为“* ”; ( 2 ) B
中取值明确相同属性比例不小于 τ 且无明确不相同

属性值．
ILR( B，τ) = { ( x，y) |∈U × U |b∈B ( b( x) =
b( y) ) ∨( |PB ( x) ∩PB ( y) |≥ |A | × τ) ∧
b∈B ( ( b( x) ≠＊) ∧( b( y) ≠＊) →

( b( x) = b( y) ) ) } ．
τ 限制容差关系对限制容差关系进行了改进和

推广，保持了自反性和对称性，但由于其第一种情形

将所有属性值都对应一致的对象归为一类，所以无

论 τ 如何取值，它仍然可能将全部属性值为“* ”而

实际没有相同属性值的对象误判在同一类中，条件

仍然比较宽松．
针对上述模型的优势及局限，本文提出基于加

权阈值容差关系的粗糙集扩充模型，吸收了这些模

型的优点，摈弃了不足，并在不必引入不完备信息系

统外知识的情况下考虑了属性的权重，更符合实际

应用情况．
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2 基于加权阈值容差关系的粗糙集模型

2. 1 不完备信息系统的属性权重

加权阈值容差关系模型基于不完备信息系统信

息量计算权重，不需引入系统外知识，权重确定比较

客观．
定义 1 对不完备信息系统 S =〈U，A，V，f〉，

BA，［xi］
T
B 为 xi 的容差类，定义信息量为

I( B) = n
n － 1 － 1

n( n － 1) ∑
n

i = 1
|［xi］

T
B | ．

性质 1 0≤I ( B) ≤1，maxI ( B) = 1［xi］
T
B =

{ xi} ，minI( B) = 0［xi］
T
B = U．

该性质表明: 属性子集 B 的信息量在［0，1］区

间． 在 B 能区分出每一个对象 xi，i = 1，2，…，n 时信

息量达到最大，为 1; 在 B 不能区分出 U 中任何对象

时信息量达到最小，为 0．
性质 2 对于 B1B2A，有 I( B1 ) ≤I( B2 ) ．
该性质表明: 随着属性子集 B 中属性的增加，

信息量单调递增．
定义 2 对不完备信息系统 S =〈U，A，V，f〉，属

性 b∈BA 在 B 中的重要度定义如下:

SigB ( b) = I( B) － I( B \ { b} ) ．
性质 3 0≤SigB ( b) ≤1．
该性质表明: 属性 b∈BA 在 B 中的重要度在

［0，1］区间． 这是因为由性质 1 可知 0≤I( B) ≤1 及

0≤I( B \ { b} ) ≤1，由性质 2 可知 I( B \ { b} ) ≤I( B) ，

所以 0≤I( B) － I( B \ { b} ) ≤1，即 0≤SigB ( b) ≤1．
b 在 B 中的权重通过重要度归一化后确定，即

w( b) =
SigB ( b)

∑
bi∈B

SigB ( bi )
，

0≤w( b) ≤1，∑
b∈B

w( b) = 1．

下面给出不完备信息系统属性权重计算实例．
为了研究比较方便，所用的不完备信息系统为文献

［10--13，16］中分析容差关系、量化容差关系、限制

容差关系、联系度容差关系和 τ 限制容差关系共同

采用的实例，如表 1 所示． 其中，U = { a1，a2，…，

a12} 为论域，为条件属性集，{ d} 是决策属性集，VC =
{ 0，1，2，3} 为条件属性值集，V{ d} = { Φ，Ψ} 为决策

属性值集．
I( C) = 0. 712，

SigC ( c1 ) = I( C) － I( C \ { c1 } ) =
0. 712 － 0. 606 = 0. 106，

SigC ( c2 ) = I( C) － I( C \ { c2 } ) =
0. 712 － 0. 591 = 0. 121，

SigC ( c3 ) = I( C) － I( C \ { c3 } ) =
0. 712 － 0. 712 = 0，

SigC ( c4 ) = I( C) － I( C \ { c4 } ) =
0. 712 － 0. 561 = 0. 151，

w( c1 ) = 0. 28，

w( c2 ) = 0. 32，

w( c3 ) = 0，

w( c4 ) = 0. 40．

表 1 不完备信息表

Table 1 Table of incomplete information

U c1 c2 c3 c4 d

a1 3 2 1 0 Φ

a2 2 3 2 0 Φ

a3 2 3 2 0 Ψ

a4 * 2 * 1 Φ

a5 * 2 * 1 Ψ

a6 2 3 2 1 Ψ

a7 3 ＊ ＊ 3 Φ

a8 * 0 0 * Ψ

a9 3 2 1 3 Ψ

a10 1 ＊ ＊ ＊ Φ

a11 * 2 ＊ ＊ Ψ

a12 3 2 1 * Φ

2. 2 加权阈值容差关系

定义 3 对不完备信息系统 S =〈U，A，V，f〉，

BA，0≤w( b) ≤1 为属性 b 在 B 中的权重，加权阈

值容差关系为

WT( ω) = { ( x，y) | x∈U∧y∈U∧b∈B ( b( x) =

＊∨b( y) =＊∨b( x) = b( y) ) ∧∑
b∈B'

w( b) ≥ω} ．

其中，

B' = { b∈B | ( b( x) ≠＊) ∧( b( y) ≠＊) ∧
( b( x) = b( y) ) } ，0≤ω≤1 为阈值．

此时，记［x］WT( ω)
B = { y∈U | ( x，y) ∈WT( ω) } 为

对象 x 的加权阈值容差类．
由定义可知，对象 x 与 y 只有在属性子集 B 中

取值明确相同的属性权重和不小于 ω 且没有明确

不相同的属性值时，才能被判定属于同一类． 在实

际应用中，可以根据具体问题的实际情况和人的主

观要求来调整 ω 的取值，以得到更好的应用效果．
显然，加权阈值容差关系是自反的、对称的，但

不一定是传递的． 并且，加权阈值容差关系一般不

构成 U 的划分，而构成 U 的覆盖．
定义 4 对不完备信息系统 S =〈U，A，V，f〉，
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BA，对象集 X 关于属性子集 B 的加权阈值容差关

系的上近似 BWT( ω) ( X) 和下近似 BWT( ω) ( X) 分别为

BWT( ω) ( X) = { x |［x］WT( ω)
B ∩X≠，x∈U} ，

BWT( ω) ( X) = { x |［x］WT( ω)
B X，x∈U} ．

由上述定义可知 BWT( ω) ( X) = ∪
x∈X

［x］WT( ω)
B ．

关于加权阈值容差关系的下述两个定理成立，

证明略．
定理 1 如果 | B | = 1 ( 记为 B = { b} ) 且 ω≠0

时有( x，y) ∈WT( ω) ，则

( b( x) = b( y) ) ∧( b( x) ≠＊) ∧( b( y) ≠＊) ．
此时若存在 b( z) = * ，则［z］WT( ω)

B = { z} ．
该定理表明: 在只有一个属性且阈值不为 0 的

情况下，如果两个对象同属一个加权阈值容差类，则

属性取值一定明确相等; 如果一个对象属性取值为

“* ”，则一定独自属于一个加权阈值容差类．
定理 2 记 PB ( x) = { b | b∈B∧b ( x) ≠＊} ，

X {= x ∑
b∈PB( x)

w ( b ) ＜ }ω ，则 对 x ∈ X，有

［x］WT( ω)
B = { x} ．
该定理表明: 当对象 x 在属性子集 B 中不为

“* ”的属性权重和小于 ω 时，不可能再与其他任何

对象同属一个加权阈值容差类，只能被判定独自属

于一个加权阈值容差类中，在判定其他对象的加权

阈值容差类时可以从论域中将其排除．
2. 3 加权阈值容差关系模型与其他模型的联系

特殊地，当b∈B w ( b) = 1
|B | 时，加权阈值容差

关系即退化为联系度容差关系和 τ 限制容差关系，

但不会出现联系度容差关系中取值明确相同的属性

比例在［α2，α1 ) 区间的对象被预先排除的情况，也

不会出现 τ 限制容差关系中条件比较宽松的第一种

情形． 更进一步地，当b∈Bw( b) = 1
|B |且 0 ＜ ω≤ 1

n
时，加权阈值容差关系即退化为限制容差关系的第

二种情形，而排除了全部属性为“* ”的不同对象被

判定为同属一类的第一种情形; 当b∈Bw( b) = 1
|B |

且 ω = 0 时，加权阈值容差关系即退化为容差关系．
因此，加权阈值容差关系是联系度容差关系、τ 限制

容差关系、限制容差关系和容差关系的推广; 联系度

容差关系、τ 限制容差关系、限制容差关系和容差关

系都是加权阈值容差关系的特殊情形．

3 实例比较分析

继续采用计算属性权重的实例表 1 来分析加权

阈值容差关系． 由于限制容差关系是对容差关系和

非对称相似关系的改进和推广，联系度容差关系和

τ 限制容差关系是对限制容差关系的改进和推广，

在文献［12--13，16］中已有深入详细的对比分析，所

以在此仅将加权阈值容差关系与联系度容差关系和

τ 限制容差关系进行比较．
在联系度容差关系下，根据 0≤α2≤α1≤1 的要

求取阈值 α1 = 0. 51，α2 = 0. 3，对于属性子集 C，a4，

a5，a7，a8，a10和 a11由于不为“* ”的属性数目在 C 中

的比例小于 0. 51 被从论域 U 中删除，剩余对象根

据两对象取值明确相同属性比例不小于 0. 3 且无明

确不相同属性值被判定为一类，得到如下联系度容

差类:

P0. 3
C ( a1 ) = { a1，a12 } ，

P0. 3
C ( a2 ) = P0. 3

C ( a3 ) = { a2，a3 } ，

P0. 3
C ( a6 ) = { a6 } ，

P0. 3
C ( a9 ) = { a9，a12 } ，

P0. 3
C ( a12 ) = { a1，a9，a12 } ．

上述实例中，联系度容差关系没有考虑属性权

重，而且由于阈值的限制，不为“* ”的属性数目在

C 中所占比例在［0. 3，0. 51 ) 区间的对象被预先删

除，从而使满足不小于阈值 α2 = 0. 3 要求的联系度

容差类不完整． 例如: 根据不小于阈值 α2 = 0. 3 的

要求，a7 应该被包含在 a9 的联系度容差类中，但是

由于 a7 根据小于阈值 α1 = 0. 51 的要求已被删除，

因而 a9 的联系度容差类不完整．
在 τ 限制容差关系下，当阈值 τ = 0. 3 时，对于

属性子集 C，所有属性值都对应一致( 明确相同或同

为“* ”) 的两对象同属一类，取值明确相同的属性

比例不小于 0. 3 且无明确不相同属性值的两对象也

同属一类．
IL0. 3

C ( a1 ) = { a1，a12 } ，

IL0. 3
C ( a2 ) = IL0. 3

C ( a3 ) = { a2，a3 } ，

IL0. 3
C ( a4 ) = IL0. 3

C ( a5 ) = { a4，a5 } ，

IL0. 3
C ( a6 ) = { a6 } ，

IL0. 3
C ( a7 ) = { a7，a9 } ，

IL0. 3
C ( a8 ) = { a8 } ，

IL0. 3
C ( a9 ) = { a7，a9，a12 } ，

IL0. 3
C ( a10 ) = { a10 } ，

IL0. 3
C ( a11 ) = { a11 } ，

IL0. 3
C ( a12 ) = { a1，a9，a12 } ．

从上述实例可知: τ 限制容差关系也没有考虑

属性权重． 在该例中，属性子集 C 中全部属性为

“* ”的对象没有出现． 如果有，则无论 τ 如何取值，
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都有可能将全部属性值为“* ”而实际没有相同属

性值的对象误判在同一类中．
在加权阈值容差关系下，取阈值 ω = 0. 3 时，对

象 a10不为“* ”的属性权重和为 ∑
b∈PC( a10)

w ( b ) =

w( c1 ) = 0. 28 ＜ ω，不可能再与其他任何对象同属于

一个 类 中，独 自 属 于 一 个 加 权 阈 值 容 差 类，即

［a10］
WT( 0. 3)
C = { a10 } ，a10被从论域 U 中排除． 剩余各

对象的加权阈值容差类分别为

［a1］
WT( 0. 3)
C = { a1，a11，a12 } ，

［a2］
WT( 0. 3)
C =［a3］

WT( 0. 3)
C = { a2，a3 } ，

［a4］
WT( 0. 3)
C =［a5］

WT( 0. 3)
C = { a4，a5，a11，a12 } ，

［a6］
WT( 0. 3)
C = { a6 } ，

［a7］
WT( 0. 3)
C = { a7，a9 } ，

［a8］
WT( 0. 3)
C = { a8 } ，

［a9］
WT( 0. 3)
C = { a7，a9，a11，a12 } ，

［a11］
WT( 0. 3)
C = { a1，a4，a5，a9，a11，a12 } ，

［a12］
WT( 0. 3)
C = { a1，a4，a5，a9，a11，a12 } ．

与联系度容差关系和 τ 限制容差关系相比，加

权阈值容差关系不仅考虑了属性的权重，而且可以

将不满足加权阈值条件的对象预先排除，但不影响

类的完整性，类的判定更为合理． 下面以几个对象

为例说明．
( 1) a10只有属性 c1 具有明确值，不为“* ”的

属性权重和即为属性 c1 的权重 0. 28，小于阈值 ω =
0. 3，根据定理 2 可知，应该被预先排除，独自属于一

个加权阈值容差类．
( 2) a11只有属性 c2 具有明确值，不为“* ”的

属性权重和即为属性 c2 的权重 0. 32，大于阈值 ω =
0. 3，根据定理 2 不应该被预先排除，最终结果是其

被判定为分别属于 a1，a4，a5，a9，a11 和 a12 的加权阈

值容差类中．
( 3) a9 的加权阈值容差类为{ a7，a9，a11，a12 } ，

与其 τ 限制容差类{ a7，a9，a12 } 相比多 a11，这是因为

虽然 a11和 a9 只有属性 c2 取值明确相同，但是由于
c2 的权重较大，w( c2 ) = 0. 32，大于阈值 ω = 0. 3，所

以 a11被判定在 a9 的加权阈值容差类中． a9 的加权

阈值容差类与其联系度容差类{ a9，a12 } 相比多 a7

和 a11，这不仅是由于属性权重的影响，还因为 a7 和
a11由于阈值 α1 = 0. 51 的限制在联系度容差类中已

经被预先删除了，联系度容差类{ a9，a12 } 是不完整

的． 显而易见，与联系度容差类和 τ 限制容差类相

比，a9 的加权阈值容差类更完整，更合理．

4 结论

粗糙集模型在不完备信息系统的扩充，对于粗

糙集理论进一步应用于实际有着非常重要的意义．
本文在深入分析几种主要粗糙集扩充模型的基础

上，提出了基于加权阈值容差关系的粗糙集扩充模

型，在同时考虑属性权重和阈值的情况下确定加权

阈值容差类． 该模型是对容差关系、限制容差关系、
联系度容差关系和 τ 限制容差关系的改进和推广，

适应性更强． 属性权重基于不完备信息系统的信息

量确定，不需引入系统外知识，比较客观，而阈值 ω
的引入又兼顾了人的主观要求，可以根据具体问题

来调整 ω 的取值，以取得更好的应用效果． 该模型

还能预先排除因自身不满足阈值要求而不可能与任

何其他对象判定为同一类的对象，但不影响加权阈

值容差类的完整性，且能保证加权阈值容差类的自

反性和对称性． 实例对比分析表明，与其他几种主

要模型相比，本文提出的粗糙集扩充模型具有更强

的适应能力．
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