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摘 要 针对一类带有未知虚拟控制增益的随机严格反馈非线性系统，基于后推设计，引入积分型 Lyapunov 函数，并利用

神经网络的逼近能力，提出了一种自适应神经网络控制方案． 与现有研究结果相比，放宽了对控制系统的要求，取消了对于

未知函数的限制条件． 通过 Lyapunov 方法证明了闭环系统的所有误差信号依概率有界． 仿真结果验证了所给控制方案的有

效性．
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ABSTRACT Based on the backstepping technique，introducing the integral-type Lyapunov function and utilizing the approximation
capability of neural networks，an adaptive neural network control scheme was proposed for a class of stochastic strict-feedback nonlinear
systems with unknown virtual control gain． Compared with existing literatures，the proposed approach relaxes the requirements of the
control system and cancels the restriction of the unknown function． By the Lyapunov method，it is shown that all error variables in the
closed-loop system are bounded in probability． Simulation results illustrate the effectiveness of the proposed control scheme．
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近年来，随机非线性系统已成为控制理论研究

的热点之一，如何将确定性系统的控制技术推广到

随机非线性系统已经成为一个公开的研究领域，并

取得了一些研究成果［1--8］． 随机系统 Lyapunov 函数

设计的主要技术障碍在于伊藤随机微分不仅涉及梯

度项还涉及高阶 Hessen 矩阵项． 文献［1］应用后推

方法，首次解决了一类下三角型结构的随机非线性

系统的镇定控制器设计问题． 文献［4--5］首次提出

采用四次型 Lyapunov 函数取代经典的二次函数进

行后推设计，并研究了输出反馈镇定问题． 文献

［9--10］研究了一类随机严格反馈非线性系统的自

适应神经网络输出反馈镇定． 文献［11］研究了一类

不确定随机非线性时滞系统的自适应有界镇定问

题，但是其虚拟控制及控制律结构相对复杂． 文献

［12］提出一种自适应神经网络控制方案来解决未

知协方差噪声干扰的不确定非线性系统的输出跟踪

控制问题． 文献［13］解决了确定性系统中未知控制

增益带来的问题，文献［14］针对一类带有未知虚拟

控制增益的随机非线性系统，提出了一种模糊自适

应 控 制 方 法． 但 是 其 对 未 知 函 数 条 件 要 求 比 较

严格．
本文基于后推设计方法和积分型 Lyapunov 函

数，并利用神经网络的逼近能力，提出一种自适应

控制方案，利用 Lyapunov 方法，证明闭环系统依概

率渐近稳定，跟踪误差收敛到一个小的残差集内．
与已有文献相比本文所研究的系统更一般，取消了
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文献［15］对于未知函数在零点等于零的条件限制．

1 问题描述及基本假设

考虑如下随机非线性严格反馈系统:

dxi = ( fi ( xi ) + gi ( xi ) xi + 1 ) dt +

hT
i ( xi ) dw，i = 1，2，…，n － 1;

dxn = ( fn ( xn ) + gn ( xn ) u) dt + hT
n ( xn ) dw;

y = x1










．

( 1)

式中: xi∈R( i = 1，2，…，n) 为系统的状态，并定义

xi = ( x1，x2，…，xi )
T ; u∈R 为控制输入; y 为系统输

出; f1 ( x1 ) ，f2 ( x2 ) ，…，fn ( xn ) ，g1 ( x1 ) ，g2 ( x2 ) ，…，

gn ( xn ) ，h1 ( x1 ) ，h2 ( x2 ) ，…，hn ( xn ) 都是未知连续函

数; w 是定义在完备概率空间( Ω，F，P) 上的 r 维标

准布朗运动，其中 Ω 为样本空间，F 为 σ 代数，P
为概率测度． 本文的主要目的是设计一个自适应状

态反馈控制律 u，要求系统输出 y 尽可能的跟踪一

个指定的期望轨迹 yd，使得闭环系统依概率渐近稳

定，跟踪误差依概率收敛到一个小的残差集内．
对于具有以下形式的系统:

dx = f( x，t) dt + hT ( x，t) dw． ( 2)

式中，x 和 w 的定义与式( 1) 相同，而 f∶ Rn × R +→
Rn，hT ∶ Rn ×R +→Rn × r 对 t 一致地关于变量 x 满足

局部 Lipschitz 条件，且 f( t，0) 和 h( t，0) 关于 t 一致

有界． 对二次可微函数 V ( t，x ( t) ) 定义如下微分

算子:

LV( t，x( t) ) = V( t，x( t) )
t

+ V( t，x( t) )
xT f +

1
2 {tr h 

2V( t，x( t) )
xT x

h }T ． ( 3)

式中，tr( A) 为 A 的迹．
定义 1 如果对任意 ε∶ 0 ＜ ε ＜ 1，对所有初值

x0∈S0 ( S0 为某个包含原点的紧集) ，存在紧集 S
S0，有 inf

x0∈S0
P{ x( t，t0，x0 ) ∈S，t≥t0 } ≥1 － ε，则称

随机系统( 2) 的解 x( t) 为半全局依概率有界．
引理 1［6，15］ 对于系统( 2) ，如果存在二次可微

函数 V( t，x( t) ) ，μ1，μ2∈κ∞ ( κ∞ 表示所有连续，严

格递增，在零点等于零的 R + →R + 的无界函数集

合) ，常数 c1 ＞ 0，c2≥0，使得

μ1 ( | x | ) ≤V( t，x) ≤μ2 ( | x | ) ，

LV≤ － c1V + c2，

则系统( 2) 在( t0，+ ∞ ) 上存在唯一解，且解过程是

依概率有界的．
假设 1 存在正常数 gi0 和 gi1，使得 0 ＜ gi0≤

gi ( xi )≤gi1，xi∈Ri，i =1，2，…，n，且 gi ( xi ) ( t≥

0) 是二次可微的．
假设 2 期望的轨迹向量 xid是连续的，且 xid∈

ΩxidRi + 1，i = 1，2，…，n． 其中 xid = ( yd，y
·

d，…，

y ( i)
d ) T，Ωxid是已知的有界闭集．

本文中，未知光滑非线性函数 ψ( x) ∶ Rn→R 将

在紧集 Ωx 上采用如下径向基函数神经网络进行

逼近:

ψ( x) =WTφ( x) + ε( x) ，x∈Ωx ． ( 4)

式中: 逼 近 误 差 | ε ( x ) | ≤ ε，ε 为 未 知 正 常 数;

φ( x) = ( φ1 ( x) ，…，φl ( x) ) T ∶ Ωx→Rl 是已知光滑向

量函数，神经网络节点数 l ＞ 1，基函数 φi ( x) ，1≤
i≤l 取作通常形式的高斯函数，即

φi ( x) (= exp
－‖x － μi‖

2

η2 )
i

，i = 1，2，…，l．

式中，μi、ηi 分别是高斯函数的中心和宽度． 理想权

向量 W = ( w1，w2，…，wl )
T 定义为

W = arg min
Ŵ∈Rl

{ sup
x∈Ωx

|ψ( x) － ŴTφ( x) | } ．

2 自适应神经网络控制器设计

采用后推方法设计自适应状态反馈控制器，其

步骤如下，定义如下坐标变换:

zi = xi － αi － 1，i = 1，2，…，n;

α0 = yd{ ．
( 5)

第一步( i = 1) ，由系统( 1) 及式( 5) 可得

dz1 = dx1 － dyd = ( f1 ( x1 ) +
g1 ( x1 ) x2 － y·d ) dt + h

T
1 ( x1 ) dw． ( 6)

定义积分型 Lyapunov 函数

Vz1 = ∫
z1

0

σ3

g1 ( σ + yd )
dσ． ( 7)

由积分 中 值 定 理 知，λ1∈ ( 0，1 ) ，使 得 Vz1 =
z41

4g1 ( λ1 z1 + yd )
，因为 0 ＜ g10≤g1 ( x1 ) ≤g11，所以

z41
4g11
≤Vz1≤

z41
4g10

，故 Vz1 是关于变量 z1 的正定函数，

由式( 3) 可得

LVz1 =
z31

g1 ( x1 )
［f1 ( x1 ) + g1 ( x1 ) ( z2 + α1 ) － y·d］+

y· [d
z31

g1 ( x1 )
－ z31 ∫

1

0

3ρ21
g1 ( ρ1 z1 + yd )

dρ ]1 +

3z21g
－ 1
1 ( x1 ) + z31

g － 1
1 ( x1 )
z1

2 hT
1 ( x1 ) h1 ( x1 ) ． ( 8)

由 Young’s 不等式

3z21g
－ 1
1 ( x1 )
2 hT ( x1 ) h( x1 ) ≤

·22·
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1
η1

+
9η1

16g2
1 ( x1 )

‖h1 ( x1 ) ‖4 z41， ( 9)

z31 z2≤
3
4 λ

4
3
1 z

4
1 +

1
4λ4

1
z42， ( 10)

将式( 9) 、式( 10) 代入式( 8) 得

LVz1≤
1
η1

+ z31 ( α1 + ψ1 ( z1 ) ) + 1
4λ4

1
z42 ． ( 11)

式中，

ψ1( z1) =
f1( x1)
g1( x1)

+ 3
4 λ

4
3
1 z1 － y

·
d ∫

1

0

3ρ21
g1( ρ1z1 + yd)

dρ1 +

9η
16g21( x1)

‖h1( x1)‖
4z1 +

1
2
g －1

1 ( x1)
z1

‖h1( x1)‖
2，

z1 = ( x1，yd，y
·

d ) ∈R3 ．
取虚拟控制律

α1 = － k1 z1 － ψ̂1 ( z1 ) ( 12)

式中，k1 ＞ 0 是设计常数，̂ψ1 ( z1 ) = ŴT
1φ1 ( z1 ) 是径

向基函数神经网络在有界闭集 Ω z－ 1上对 ψ1 ( z1 ) 的逼

近，Ŵ1 是理想权向量 W1 的估计，估计误差定义为

槇W1 = Ŵ1 －W1 ． 令 ψ1 ( z1 ) =WT
1φ1 ( z1 ) + ε1 ( z1 ) ，则

| ε1 ( z1 ) |≤ε1，z1∈Ωz1 ． 于是式( 11) 可化为

LVz1≤
1
η1

+ z31［－ k1 z1 － 槇W
T
1φ1 ( z1 ) +

ε1 ( z1) ］+ 1
4λ4

1
z42 ． ( 13)

考虑如下 Lyapunov 函数

V1 = Vz1 +
1
2
槇WT

1Γ
－ 1
1
槇W1， ( 14)

取自适应律

Ŵ
·

1 =Γ1 ( z31φ1 ( z1 ) － σ1Ŵ1 ) ． ( 15)

式中，Γ1 为正定常矩阵，σ1 为设计常数． 由式( 3 ) 、
式( 13) 和式( 15) 可得

LV1≤
1
η1

－ k1 z
4
1 +

1
4λ4

1
z42 + | z1 |

3ε1 － σ1
槇WT

1 Ŵ1 ．

( 16)

第 i 步( 2≤i≤n － 1) ，由系统( 1) 及式( 5) 可得

dzi =［fi ( xi ) + gi ( xi ) xi + 1 － Lαi － 1］dt

(
+

hT
i ( xi ) － ∑

i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j )) dw． ( 17)

式中，

Lαi － 1 = ∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
［fj ( x j ) + gj ( x j ) xj + 1］+

1
2 ∑

i －1

p，q = 1

2αi － 1

xp xq
hT

p ( xp ) hq ( xq ) + βi － 1，

βi － 1 = ∑
i －1

j = 1

αi － 1

Ŵj

Ŵ
·

j +
αi － 1

xT
( i － 1) ，d

x·( i － 1) ，d ．

定义积分型 Lyapunov 函数

Vzi = ∫
zi

0

σ3

gi ( xi － 1，σ + αi － 1 )
dσ ( 18)

由式( 3) 可得

LVzi =
z3i

gi ( xi )
( fi ( xi ) + gi ( xi ) xi + 1 － Lαi － 1 ) +

∫
1

0
∑
i －1

j = 1
z4i
g － 1

i ( xi － 1，ρi zi + αi － 1 )
xj

( fj ( x j ) +

gj ( x j ) xj + 1 ) dρi (+
z3i

gi ( xi )
－

∫
zi

0

3σ2

gi ( xi － 1，σ + αi － 1 )
d )σ Lαi － 1 +

3z2i g
－ 1
i ( xi ) + z3i

g － 1
i ( xi )
zi

2 (× hT
i ( xi ) －

∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j ) () hi ( xi ) － ∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
h j ( x j )) +

z3i
g － 1

i ( xi )
αi

(
－ 1

hT
i ( xi ) － ∑

i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j )
(

) ·

∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
h j ( x j )) + z3i ∑

i －1

p = 1

g － 1
i ( xi )
x (

p
hT

i ( xi ) －

∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j )) hp ( xp ) + 1
2 ∫

1

0
∑
i －1

p，q = 1
z4i·

2g － 1
i ( xi － 1，ρi zi + αi － 1 )

xp xq
hT

p ( xp ) hq ( xq ) dρi +

∫
zi

0
∑
i －1

j = 1
σ3 

2g － 1
i ( xi － 1，σ + αi － 1 )
xj αi － 1

dσhT
j ( x j

(
)·

∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
h j ( x j )) +

1
2 ∫

1

0
z4i
2g － 1

i ( xi － 1，ρi zi + αi － 1 )

α2
i － 1

dρi

(
·

∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j ) () ∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
h j ( x j )) ．

( 19)

由 Young’s 不等式

3z2i g
－ 1
i ( xi ) (2 hT

i ( xi ) － ∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j )
(

) ·

hT
i ( xi ) － ∑

i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j ))
T

≤ 1
ηi

+

9ηi

16g2
i ( xi )

hT
i ( xi ) － ∑

i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j )
4
z4i ，

( 20)

z3i zi + 1≤
3
4 λ

4
3
i z

4
i +

1
4λ4

i
z4i + 1 ． ( 21)

将式( 20) 代入式( 19) 得

LVzi≤
1
ηi

+ z3i ( αi + ψi ( zi ) ) + 1
4λ4

i
z4i + 1， ( 22)

·32·
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ψi ( zi ) =
fi ( xi )
gi ( xi )

+ 3
4 λ

4
3
i zi +

∫
1

0
∑
i －1

j = 1
zi
g － 1

i ( xi － 1，ρi zi + αi － 1 )
xj

( fj ( x j ) +

gj ( x j ) xj + 1 ) dρi － Lαi － 1∫
1

0

3ρ2i
gi ( xi － 1，ρi zi + αi － 1 )

dρi +

9ηi

16g2
i ( xi )

hT
i ( xi ) － ∑

i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j )
4
zi +

1
2
g － 1

i ( xi )
zi

hT
i ( xi ) － ∑

i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j )
2
+

g － 1
i ( xi )
αi

(
－ 1

hT
i ( xi ) － ∑

i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j )
(

) ·

∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
h j ( x j )) + ∑

i －1

p = 1

g － 1
i ( xi )
x (

p
hT

i ( xi ) －

∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j )) hp ( xp ) + 1
2 ∫

1

0
∑
i －1

p，q = 1
zi·

2g － 1
i ( xi － 1，ρi zi + αi － 1 )

xp xq
hT

p ( xp ) hq ( xq ) dρi +

∫
1

0
∑
i －1

j = 1
zi
2g － 1

i ( xi － 1，ρi zi + αi － 1 )
xj αi － 1

dρih
T
j ( x j

(
)·

∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
h j ( x j )) + 1

2 ∫
1

0
zi·

2g － 1
i ( xi － 1，ρi zi + αi － 1 )

α2
i － 1

dρ (i ∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
hT

j ( x j )
(

) ·

∑
i －1

j = 1

αi － 1

xj
h j ( x j )) ．

式 中，zi (= xT
i ，αi － 1，

αi － 1

x1
，…，

αi － 1

xi － 1
，
2αi － 1

x21
，

2αi － 1

x1 x2
，…，

2αi － 1

x2i － 1
，βi )－ 1

T

∈R( t2 + 3i + 2) /2 ．

取虚拟控制律

αi = － ki zi －
1

4λ4
i － 1

zi － Ŵ
T
i φi ( zi ) ． ( 23)

式中: ki ＞ 0 为设计常数; ψ̂i ( zi ) = ŴT
i φi ( zi ) 为径向

基函数神经网络在有界闭集 Ω z－ i 上对 ψi ( zi ) 的逼

近; Ŵi 为理想权向量 Wi 的估计; 估计误差定义为

槇Wi = Ŵi － Wi ． 令 ψi ( zi ) = WT
i φi ( zi ) + εi ( zi ) ，则

| εi ( zi ) |≤εi，zi∈Ωzi ． 于是式( 22) 可化为

LVzi≤
1
ηi

+ z3i ( － ki zi － 槇W
T
i φi ( zi ) + εi ( zi ) ) + 1

4λ4
i
z4i + 1

( 24)

考虑如下 Lyapunov 函数

Vi = Vi － 1 + Vzi +
1
2
槇WT

i Γ
－ 1
i
槇Wi， ( 25)

取自适应律

Ŵ
·

i =Γi ( z
3
i φi ( zi ) － σiŴi ) ． ( 26)

式中，Γi 为正定常矩阵，σi 为设计常数． 由式( 3 ) 、
式( 24) 和式( 26) 可得

LVi≤∑
i

j = 1

1
η j

－ ∑
i

j = 1
－ kjz

4
j +

1
4λ4

i
z4i + 1 +

∑
i

j = 1
| zj |

3ε j － ∑
i

j = 1
σ j
槇WT

j Ŵj ． ( 27)

当 i = n 时，zn + 1 = 0，实际的控制器 u 及参数自适应

律可构造如下:

u = － knzn －
1

4λ4
n － 1

zn － Ŵ
T
nφn ( zn ) ， ( 28)

Ŵ
·

n =Γn ( z
3
nφn ( zn ) － σnŴn ) ． ( 29)

相应地，由式( 28) 、式( 29) 可得

LVn≤∑
n

j = 1

1
η j

－ ∑
n

j = 1
kjz

4
j +

∑
n

j = 1
| zj |

3ε j － ∑
n

j = 1
σ j
槇WT

j Ŵj ． ( 30)

由 Young’s 不等式

－ σ j
槇WT

j Ŵj = － σ j
槇WT

j ( 槇Wj +Wj ) ≤

－
σ j‖槇Wj‖

2

2 +
σ j‖Wj‖

2

2 ，

| zj |
3ε j≤

3
4 kjz

4
j +

1
4k3j

ε4
j ．

故式( 30) 可化为

LVn≤∑
n

j = 1

1
η j

－ 1
4 ∑

n

j = 1
kjz

4
j － ∑

n

j = 1

σ j‖槇Wj‖
2

2 +

∑
n

j = 1

σ j‖Wj‖
2

2 + ∑
n

j = 1

1
4k3j

ε4
j≤ － cVn + μ． ( 31)

式中: c = min
i =1，…，

{n
kigi0，

σi

λmax ( Γ
－1
i

})
，λmax ( Γ－1

i ) 为矩

阵Γ－1
i 的最大特征值; μ = ∑

n

j = 1

1
ηj

+ ∑
n

j = 1

σj‖Wj‖
2

2 +

∑
n

j = 1

1
4k3j

ε4
j ． 由引理 1 可知，系统存在唯一解，且解

过程是依概率有界的．

3 仿真结果

考虑如下随机非线性系统:

dx1 =［x1e
－ 0. 5x1 + ( 1 + x21 ) x2］dt + 0. 1sinx1dw，

dx2 =［x1x
2
2 + ( 3 + cos( x1x2 ) ) u］dt + x1e

x2dw，

y = x1
{

．
控制目标是使输出 y 跟踪期望信号:

yd = 0. 5sin t + sin 0. 5t．
选择虚拟控制律、控制律和参数自适应律如下:
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α1 = － k1 z1 － Ŵ
T
1φ1 ( z1 ) ，

u = － k2 z2 －
1
4λ4

1
z2 － Ŵ

T
2φ2 ( z2 ) ，

Ŵ
·

i =Γi ( z
3
i φi ( zi ) － σiŴi ) ， i = 1，2．

式中，z1 = x1 － yd，z2 = x2 － α1，z1 = ( x1，yd，y
·

d )
T，

z2 (= x1，x2，α1，
α1

x1
，
2α1

x21
，β )1

T
，β1 =

α1

yd
y·d +

α1

y·d

y··d +
α1

ŵ1
ŵ
·

1，神经网络节点数 l1 = 50，l2 = 60，基

函数的宽度 μ1i = 0. 02 ( i － 25) ，i = 1，2，…，50，μ2i =
0. 03( i － 30) ，i = 1，2，…，60，中心 η1i = η2i = 1． 初

始条 件 为 ( x1 ( 0 ) ，x2 ( 0 ) ) T = ( 0. 1，－ 0. 2 ) T，

( ŵT
1 ( 0) ，̂wT

2 ( 0) ) T = ( 0，0 ) T，设计参数为 k1 = k2 =
40，Γ1 =Γ2 = diag( 10，10) ，σ1 = σ2 = 0. 01． 仿真结

果如图 1 和图 2 所示．

图 1 输出 y 跟踪期望的轨迹 yd
Fig． 1 Output y following the desired trajectory yd

图 2 控制信号 u

Fig． 2 Control signal u

4 结论

讨论了一类随机严格反馈非线性系统的自适应

跟踪控制问题． 通过引入积分型 Lyapunov 函数，并

基于后推设计、Young’s 不等式以及径向基函数神

经网络的逼近性质，提出了一种自适应神经网络跟

踪控制策略． 根据 Lyapunov 方法，在后推设计的每

一步确定了可调参数的自适应律． 理论分析证明了

闭环系统的所有信号依概率有界．
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