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状态时滞时变离散时间系统的最优预见控制器设计
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摘 要 研究了一类具有状态时滞的时变离散时间系统的最优预见控制问题． 所用的方法仍然是通过引入差分算子构造扩
大误差系统． 首先克服了差分算子不是线性算子的困难，成功构造了扩大误差系统． 然后通过提升技术，把系统转化为形式
上没有时滞的普通控制系统． 最后通过引入可预见的目标值信号信息，得到最终的扩大误差系统． 从这个扩大误差系统出
发，利用时变系统最优控制的有关结果，设计处理原系统的带有预见作用的控制器． 利用矩阵分解，把需要求解的高阶Riccati
方程转化成一个低阶的 Riccati方程． 仿真实例表明了该设计方法的有效性．
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ABSTRACT A type of optimal preview control problem for time-varying discrete-time systems with state time-delay is investigated．
The methodology is to first construct an augmented error system by introducing a difference operator，and then transform the system into
a traditional control system without time-delay in form by using the lifting technique to solve the problem that the operator is not a linear
operator． Finally，preview information of the vector containing the desired tracking is introduced to obtain the ultimate augmented error
system． Beginning with this augmented error system，a controller with a preview function which can process the original system is
designed by making use of the results on optimal control for time-varying systems． Later，matrix partition is employed to transform the
high-order Riccati equation that needs to be solved into a low-order Riccati equation． The effectiveness of the proposed design method
is demonstrated by a numerical simulation．
KEY WORDS state time-delay; time varying systems; optimal control; preview control
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预见控制是在某些未来目标信号或未来干扰信
号为已知的情况下，充分利用这些未来信息改善控
制系统性能的一种方法［1--4］． 预见控制理论从提出
至今已有 50 年，其间相关学者在这方面做了大量的
研究，尤以带有预见补偿的线性二次型( LQ) 最优控
制问题研究得最为深刻［3--6］． 随着控制理论的发展，
近些年来，一些学者将预见控制理论和其他控制方
法相结合，发展了预见控制理论［7--13］． Hazell 等［7］

将 H" 控制理论和预见控制理论结合，针对离散时
间系统提出了 H∞预见控制的一种有效算法，同时
还给出了求解离散型代数 Riccati方程的有效方法．
Kojima和 Ishijima［9］基于矩阵 Riccati 方程研究了控
制系统的预见控制问题，提出了 FI 预见控制 ( full-
information preview control) 的概念． 甄子洋等［12--13］

从信息融合估计的角度出发提出了信息融合最优预
见控制． 这些研究较多地集中在常系数系统上． 其
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实在实际中经常遇到的是时变系统． 对于时变系
统，对应的差分算子不再是线性的，从而按常系数系
统构造扩大误差系统会遇到困难，因而时变系统的
预见控制问题研究甚少［14］．

本文考虑一类具有状态时滞的时变离散时间系
统，通过构造比常系数系统复杂一些的扩大误差系
统，设计出时变系统的带有预见作用的控制器．

1 系统描述

考虑下面带有状态时滞的离散时变系统:
x( k + 1) = A( k) x( k) + A1 ( k) x( k － d) + B( k) u( k) ，
y( k) = C( k) x( k){ ．

( 1)
式中: x( k) 、u( k) 和 y( k) 分别为系统的状态向量，
输入向量和输出向量，并且 x ( k) ∈Rn，u( k) ∈Rr，
y( k) ∈Rm ; A( k) 、A1 ( k) 、B( k) 和 C( k) 分别为 n ×
n、n × n、n × r 和 m × n 的时变矩阵; d ＞ 0 为状态通
道的时滞，取整数;时间变量 k = 0，1，…，N．

设目标值信号为 R( k) ，其中 R( k) ∈Rm． 定义
误差信号为

e( k) = R( k) － y( k) ． ( 2)
我们研究系统( 1 ) 的最优预见控制问题． 对系

统( 1) 作如下基本假设．
在当前时刻 k，目标值信号 R( k) 已知，并且目

标值信号的预见步数为 MR，即 R( k) ，R( k + 1) ，…，
R( k +MR ) 为已知，MR 步以后其值为零，即

R( k + j) = 0，j =MR + 1，MR + 2，…

注 1 这是关于目标值信号可预见性的假设．
其中认为可预见步数之外相应信号为零是因为在可
预见步数之外该信号对当前的控制策略影响不大，
因此可认为它是任何常数．

本文的目的就是在系统( 1 ) 的控制器设计中引
进可以预见的目标值信号 R ( k) ，使得输出信号能
够更好地跟踪目标信号，从而提高系统的控制性能．

2 扩大误差系统的推导

本节采用类似于线性定常系统最优预见控制的
方法［4］，通过引入一个误差系统，把上面的跟踪控
制问题转化为调节问题． 本文中的差分算子取为

Δx( k) = x( k) － x( k － 1) ．

在下面的推导中，我们要用到差分算子如下的
性质［14］:

Δ［G( k) v( k) ］=G( k) Δv( k) + ΔG( k) v( k － 1) ．

式中，G( k) 和 v( k) 为适当维数的时变矩阵．
首先计算 x( k + 1) 的一阶差分． 在系统( 1) 的

状态方程两边取差分，利用差分算子的性质得到

Δx( k + 1) = A( k) Δx( k) + ΔA( k) x( k － 1) +

A1 ( k) Δx( k － d) + ΔA1 ( k) x( k － d － 1) +

B( k) Δu( k) + ΔB( k) u( k － 1) ． ( 3)

对误差信号 e( k + 1) = R( k + 1) － y( k + 1) = R( k +
1) － C( k + 1 ) x ( k + 1 ) 两边取差分，由差分算子的
性质和式( 3) 得到
Δe( k + 1) = ΔR( k + 1) － C( k + 1) A( k) Δx( k) －

C( k + 1) ΔA( k) x( k － 1) － C( k + 1) A1 ( k)·

Δx( k － d) － C( k + 1) ΔA1 ( k) x( k － d － 1) －

C( k + 1) B( k) Δu( k) － C( k + 1)·

ΔB( k) u( k － 1) － ΔC( k + 1) x( k) ．

因此
e( k + 1) = e( k) + Δe( k + 1) =

e( k) + ΔR( k + 1) －［ΔC( k + 1) +

C( k + 1) A( k) ］Δx( k) －［ΔC( k + 1) +

C( k + 1) ΔA( k) ］x( k － 1) －

C( k + 1) A1 ( k) Δx( k － d) －

C( k + 1) ΔA1 ( k) x( k － d － 1) －

C( k + 1) B( k) Δu( k) － C( k + 1) ΔB( k) u( k － 1) ．
( 4)

通过式( 3) 和式( 4) ，可得

e( k + 1)
Δx( k + 1)
x( k









)
=ΦA ( k)

e( k)
Δx( k)
x( k － 1









)
+

ΦA ( k) Δx( k － d) +Φd ( k) x( k － d － 1) +

ΦBΔu( k) +ΦB ( k) u( k － 1) +ΦRΔR( k + 1) ．

( 5)

式中，

ΦA ( k) =

Im － ΔC( k + 1) － C( k + 1) A( k) － ΔC( k + 1) － C( k + 1) ΔA( k)

0n × m A( k) ΔA( k)

0n × m In I









n

，
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ΦA ( k) =

－ C( k + 1) A1 ( k)

A1 ( k)

0n ×









n

，

Φd ( k) =

－ C( k + 1) ΔA1 ( k)

ΔA1 ( k)

0n ×









n

，

ΦB ( k) =
－ C( k + 1) B( k)

B( k)
0n ×









r

，

ΦB ( k) =
－ C( k + 1) ΔB( k)

ΔB( k)
0n ×









r

，ΦR =

Im
0n × m

0n ×









m

．

系统( 5) 的性能指标函数取为

J = 1
2 ∑

N

k = 1
［eT ( k) Qee( k) + Δu

T ( k) HΔu( k) ］．

式中，Qe∈Rm × m和 H∈Rr × r均为正定矩阵．
我们不希望系统( 5 ) 中出现 Δx ( k － d) ，为此，

利用 Δx( k － d) = x( k － d) － x( k － d － 1) ，式( 5) 即
化为

e( k + 1)
Δx( k + 1)
x( k









)
=ΦA ( k)

e( k)
Δx( k)
x( k － 1









)
+

ΦA ( k) x( k － d) + ( Φd ( k) －ΦA ( k) ) x( k － d － 1) +

ΦB ( k) Δu( k) +ΦB ( k) u( k － 1) +ΦRΔR( k + 1) ．

进一步地，引进新的形式状态向量

槇X( k) =［eT ( k) ΔxT ( k) xT ( k － 1) xT ( k － 2) … xT ( k － d + 1) xT ( k － d) xT ( k － d － 1  )］T，
则可以得到

槇X( k + 1) = 槇A( k) 槇X( k) + 槇B( k) Δu( k) + 槇D( k) u( k － 1) + 槇EΔR( k + 1) ． ( 6)
式中

槇A( k) =

ΦA ( k) 0 ΦA ( k) Φd ( k) －ΦA ( k)

0 0 In 0 … 0 0 0

0 0 0 In … 0 0 0

       
0 0 0 0 … In 0 0

0 0 0 0 … 0 In







































0

，

槇B( k) =

ΦB ( k)

0












0

，

槇D( k) =

ΦB ( k)

0












0

，槇E =

ΦR

0












0

．

再 记 X ( k ) =
槇X( k)

u( k － 1[ ]) ，A ( k ) =

槇A( k) 槇D( k)
0[ ]I

，B( k) =
槇B( k)[ ]I

，E =
槇E[ ]0 ，化简式

( 6) ，可以得到初始系统( 1) 的误差系统［4］如下:

X( k + 1) =
A( k) X( k) + B( k) Δu( k) + EΔR( k + 1) ． ( 7)

此时系统( 7) 的性能指标函数为

J = 1
2 ∑

N

k = 1
［XT ( k) Q X( k) + ΔuT ( k) HΔu( k) ］．

( 8)

式中，Q =

Qe 0 … 0

0 0 … 0
  
0 0 …

















0

．

由基本假设可以得到包含未来目标值信号的扩
大误差系统

X( k + 1)
XR ( k + 1[ ]) =

A( k) GR

0 A[ ]
R

X( k)
XR ( k[ ]) +

B( k)[ ]0
Δu( k) ． ( 9)

式中，
XR ( k) =

［RT ( k) RT ( k + 1) … RT ( k +MR )］T，

GR =［－ E E 0 … 0］，
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AR =

0 Im 0 … 0

    
   0
  Im
0 … … …















0

．

令 XF ( k) =
X( k)
XR ( k[ ]) ，AF ( k) =

A( k) GR

0 A[ ]
R

，

BF ( k) =
B( k)[ ]0

，式( 9) 可简记为

XF ( k + 1) = AF ( k) XF ( k) + BF ( k) Δu( k) ．

( 10)
性能指标函数( 8) 可写为

J = 1
2 ∑

N

k = 1
［XT

F ( k) 槇QXF ( k) + Δu
T ( k) HΔu( k) ］．

( 11)

式中，槇Q =
Q 0[ ]0 0

．

现在，问题转化为在性能指标函数为式( 11 ) 所
定义的 J 下，求扩大误差系统 ( 10 ) 的最优控制
Δu( k) ．

3 扩大误差系统的最优控制

对于扩大误差系统( 10) ，根据数字最优调节理
论［4］，可得到以下定理．

定理 1 使性能指标函数( 11) 取最小值的系统
( 10) 的最优控制 Δu* ( k) 为
Δu* ( k) = －［H + BT

F ( k) P( k + 1) BF ( k) ］
－ 1 ×

BT
F ( k) P( k + 1) AF ( k) XF ( k) ． ( 12)

式中，对称矩阵 P ( k) 为满足如下所给边界条件的
Riccati方程的半正定解:

P( k) = 槇Q + AT
F ( k) P( k + 1) AF ( k) －

AT
F ( k) P( k + 1) BF ( k) ×［H +

BT
F ( k) P( k + 1) BF ( k) ］

－ 1·

BT
F ( k) P( k + 1) AF ( k) ，

P( N + 1)













= 0.

( 13)

通过以上构造扩大误差系统的过程，不难得出
P( k) 是一个( d + 2) n + ( MR + 2) m + r 阶的矩阵，显
然当预见步数 MR 比较大时，求解 Riccati 方程就会
比较困难． 为此下面将矩阵 P( k) 进行分解，以降低
求解 Riccati方程的阶数．

考虑到 AF ( k) 和 BF ( k) 的结构，将 P( k) 进行如
下的分块:

P( k) =
P11 ( k) P12 ( k)

PT
12 ( k) P22 ( k[ ]) ．

可以得到系统( 10) 的最优控制 Δu* ( k) 为
Δu* ( k) =

－［H + BT ( k) P11 ( k + 1) B( k) ］
－ 1BT ( k)·

{ P11 ( k + 1) A( k) X( k) +［P11 ( k + 1) GR +
P12 ( k + 1) AR］XR ( k) } ． ( 14)

因此要得到 Δu* ( k) ，只需计算出矩阵 P( k) 中的矩
阵分块 P11 ( k) 和 P12 ( k) ． 将各个矩阵的分块代入
Riccati方程( 13) 中的第一个式子可以得到

P11 ( k) =Q + AT ( k) P11 ( k + 1) A( k) －
AT ( k) P11 ( k + 1) B( k) ［H + BT ( k) P11 ( k +

1) B( k) ］－ 1BT ( k) P11 ( k + 1) A( k) ， ( 15)
P12 ( k) = A

T ( k) { I － P11 ( k + 1) B( k) ［H +
BT ( k) P11 ( k + 1) B( k) ］

－ 1BT ( k) } ×
［P11 ( k + 1) GR + P12 ( k + 1) AR］， ( 16)

且满足边界条件 P11 ( N + 1) = 0，P12 ( N + 1) = 0. 此
时求解 P11 ( k ) 的 Riccati 方程的阶数为m + ( d +
2) n + r阶，与预见步数 MR 无关．

下面我们来证明，求得 P11 ( k) 以后，P12 ( k) 的
列向量可以通过递推方式求出． 记
ξ( k) {= I －B( k) ［H +BT( k) P11 ( k +1) B( k) ］

－1 ×
BT ( k) P11 ( k + 1 }) A( k) ， ( 17)

则
P12 ( k) = ξ

T ( k) ［P11 ( k + 1) GR + P12 ( k + 1) AR］．

( 18)
根据矩阵 AR 的结构，将 P12 ( k) 进行下面的分解:

P12 ( k) =
［P ( 1)12 ( k) P ( 2)12 ( k) … P ( MR)

12 ( k) P ( MR + 1)
12 ( k) ］．

把 P12 ( k) 的分解式和 GR、AR 的表达式代入式( 18 )
可以得到求 P12 ( k) 的列向量的迭代式
P ( 1)12 ( k) = － ξT ( k) P11 ( k + 1) E，

P ( 2)12 ( k) = ξ
T ( k) P11 ( k + 1) E + ξT ( k) P ( 1)12 ( k + 1) ，

P ( 3)12 ( k) = ξ
T ( k) P ( 2)12 ( k + 1) ，


P ( MR)

12 ( k) = ξT ( k) P ( MR － 1)
12 ( k + 1) ，

P ( MR + 1)
12 ( k) = ξT ( k) P ( MR)

12 ( k + 1















) ，

( 19)
并且满足边界条件 P ( i)12 ( N + 1 ) = 0，i = 1，2，…，
MR + 1．

将 P11 ( k) 和 P12 ( k) 的表达式代入式( 14 ) 可以
得到下面的定理．

定理 2 使性能指标函数( 11) 取最小值的系统
( 10) 的最优控制 Δu* ( k) 为
Δu* ( k) = －［H + BT ( k) P11 ( k + 1) B( k) ］

－ 1 ×
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BT ( k) { P11 ( k + 1) A( k) X( k) +

P11 ( k + 1) E( k) ［R( k + 1) －

R( k) ］+ ∑
MR

i = 1
P ( i)12 ( k + 1) R( k + i) } ．

式中，P11 ( k + 1 ) 和 P ( i)12 ( k + 1 ) ( i = 1，2，…，MR ) 分
别由式( 15 ) 和式 ( 19 ) 确定，式 ( 19 ) 中的 ξ ( k ) 由
式( 17) 确定．

通过 Δu* ( k ) ，就可以求出系统 ( 1 ) 的最优
控制．

4 仿真实例

在系统( 1) 中，取

A( k) =
0. 01 － 0. 2 0

0. 02sin k 0 0. 01








0. 1 0 0. 02
，

A1 ( k) =
0. 01sin k － 0. 02 0. 01
－ 0. 25cos k 0 0. 03
0. 01cos k









0 0. 02
，

B( k) =
0. 1sin k

2








0. 32
，C( k) =

－ 0. 5
k









0. 3
，

d = 2，N = 70．
系统的状态初始值和输入初始值均取 0，目标值

R( k) = ksin k
4 ，可以预见的步数 MR 为 20，性能指

标函数中取 Qe = 100，H = 10． 利用定理 2 以及 Mat-
lab仿真可以得到系统( 1) 的输出响应曲线( 图 1 ) ．
在控制器中将可以预见的目标值信息移除，可以得
到系统( 1) 在没有预见控制器作用下的输出响应曲
线( 图 2) ． 通过两个图像的比较，不难看出系统( 1)
在预见控制器的作用下，输出信号能较好地跟踪目
标信号．

图 1 预见控制器作用下系统的输出响应
Fig． 1 Output responses of the system with preview control

图 2 没有预见控制作用下系统的输出响应
Fig． 2 Output responses of the system without preview control

5 结论

本文通过构造扩大误差系统，将带有时滞的线
性时变时滞系统转化为形式上不含时滞的一般线性
时变系统，通过最优控制理论和预见控制理论得到
了满足性能指标的原系统的最优控制器． 在最优控
制器中包含了可以预见的未来目标值，进而使系统
能够实时跟踪目标． 最后的仿真实例说明了控制器
的有效性．
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